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|PARTIE A : EFFETS DE MAREE)]

1 Dynamique newtonienne du point matériel en référentiel géocen-
trique; mise en évidence des effets gravitationnels différentiels

1.1 Référentiels
1. Référentiel galiléen

() Dans des référentiels différents, les lows d'un méme mouvement prennent une forme plus ou moins
compliquée; en particulier un corps n'interagissant avec aucun autre et initialement au repos dans
un certain référentiel peut trés bien ultérieurement, selon sa position initiale, rester au repos ou
commencer & se déplacer dans une certaine direction ce qui signifie que dans un tel référentiel les
différentes positions, les différentes directions et les différents instants ne sont pas mécaniquement
équivalents.

Dans un cadre newtonien de pensée :

On postule l'existence d’une classe de référentiels dits galiléens on |'espace est homogene et isotrope
et le temps uniforme [1]. Ces référentiels sont en mouvement rectiligne uniforme les uns par rapport
aux autres.

On peut démontrer [1] qu'une conséquence de ces propriétés de T'espace et du temps d'un raférentiel
galiléen est que tout point matériel libre y est au repos ou animé d'un mouvement rectiligne uniforme
(loi de l'inertie).

Dans le cas de particules matérielles interagissantes, leur mouvement dens un référentiel galiléen
est déterminé par la loi newtonienne de Ja dynamique : f =F on 7 =mi et F est la résultante
des forces extérieures exercées sur le point matériel considéré par l'ensemble des particules avec
lesquelles il interagit (cf. lois d'interaction). i

Dans un référentiel non galiléen, il apparait des forces supplémentaires dites d'inertie ou "pseudo-
forces” en ce sens qu'elles ne résultent pas d’une loi d'interaction mais dépendent du mouvement
du référentiel considéré relativement & un référentiel galiléen,

v

Remarque 1 Si on se contentait de définir une force en Uidentifiant simplement au tauz de va-
riation de la quantité de mouvement, cela reviendrait & donner deuz noms différents & la méme
chose ! Giordano Bruno (1548-1600) avait d’ailleurs été amené avant Newton & postuler l'existence
de causes au mouvement, en particulier 4 celui des planétes; ces causes, il les appela "dmes mo-
irices” . pourquot pas ? mais on n'est guére plus avancé car on ne sait toujours pas prévoir de
mouvement d'une masselotte accrochée & un ressort/! .

Pour rendre opératoire le concept de force, il fout préciser la loi de force d’interaction; c'est par
ezemple ce que fit Newton (1687) dans le cas de Pinteraction gravitationnelle lorsqu’il écrivit (avec
des notations évidentes) : F = %ﬂﬁ Ce n'est que lorsque l'on égale les deuz expressions m%‘;—’ =
%{‘,’ﬂ:fi que l'on peut faire des calculs et prédire le mouvement des objets; on quitte alors le monde
de la métaphysique pour entrer dans celui de la physique.

1l est cloir que "tout” n'est pas résolu pour eutant! Dans ce cadre newtonten de pensée, des fails
troublants apparuissent et des questions ne manguent pas de se poser :



periinente développée sous la forme d'un mondme sur la "base” constitufe par m et les constantes
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- dt te cette coincidence (accidentelle 7) entre lo masse inertielle (celle dem3, caractérisant i Jondamentales "naturelles” des théories de 'la grevitation (G) et de I? relativité (¢}, soit lo =
la "résistance” des corps & medifier leur état de mouvement) et la masse gravitationnelle (celle m*GAcY. Au plan dimensionnel, F = %",’D_ donne MLT? = [G] "fr soit [G] = M—1L3T-2,
de E’;}",—"—"—fi, source d’une mystéricuse force). Une conséquence est que tous les corps "tombent” ' donc [lc] = L = M= (}pj“llﬁT*?)ﬂ (LT"‘)" jonendéduita—F=0,38+y=1et -28~-7=0
de la méme fagon sous l'influence de la gravits : la Lune tombe sur la Terre exactement comme dod o =f =1 ety = ~2; finalement lg = zv_ct,G_' Les effets relativistes de la gravitation sont
une pornme trop mire! ou encore une boule de pétanque comme une balle de tennis® si on veut ’ prépondérants si Ia taille de 'objet est comparable ou inférieure &l tandis qu’ils sont insignifiants
bien ignorer le freinage occasionné par le frottement de Uair! Une culre consdquence est qu'a £ pour une taille netlement plus grande que lc. En particulier, si la taille de_l'bjet est mfércure
Uintérieur d’une cobine d'ascenseur sans repére extérieur, il est impossible de savoir si le poids au rayon de Schwarzschild égal 4 2lc, la lumidre est copturde par U'objet et ne Feut s'échapper du
d’un objet est dd & la force gravitationnelle, & l'accélération de la cabine (wta la force d'inertie) ; "trou noir” ainsi constitué®. Le royon de Schwarzschild de la Terre, de l'ordre du em est trés petil
ou 4 une combinarson des deux par rapport & son Tayon, celui du Soleil, de l'ordre du km, ‘est également nattement inférieur & son
- L’idée d’action & distance est troublante; la lov de gravitation de Newion signifie-t-elle qu'une rayon; on comprend donc pourguor les ¢ffels relativistes de la gravitation sont irés Sfaibles dans le
"plandte regarde le soleil, voit & quelle distance il est, calcule {"inverse du carré de cetle distance £ systéme solmre.
et décide de se déplacer en conséquence 7”[2] Le modéle d’Einstein sera t-il un jour "dépassé” ¢ ¢'est fort probable puisque la relativité générale est
N = i 0 : 3 » £l
Dot vient la loi de la gravitation universelle ? qu'ezprime t-elle ? A ces derniéres questions, Newton zﬁn;exe:izﬁ;mhable avec la physique quantique. La théorie des "supercordes” ouvre pent-dire
a eu le courage de répondre : "je ne forge pes d'hypothése”. Avant Newion, la formulation mathé- Mais n'é i i vl Il iemt bi Lensde de et I bt
matique des lois étaient censées représenter "l'essence” des phénoménes, Newton, lui, o utilisé les v agn _:ms'”“ i‘ll; Ut m”;j 2 "‘:;:" ’.;" -’:; 'm"";"‘mt ien l‘-’-" efft u de ¢ 0‘;‘"‘ e mo ie e ph;s
mathématiques pour consiruire un modele. Cetle conception "moderne” du réle des mathémaliques fr :PPI:E?; ou provieme que ['on souhaite résoudre. Dans toute la suite, nous adopterons le modéle
laisse bien stir des zones d'ombre, n'en déplaise aur métaphysiciens, et du travail pour les généra- : ¢ i
tions futures! en c”"‘"’{'“’ﬁ" 3""'"’4 te l'avantage d'une indéniable efficacité puisque 'on sait ‘b) Le référentiel de Copernic d'origine le centre d’ivertie du systéme solare et d'aves dirigés vers
prévoir le mo 1t d'une tte accrochée a un ressort. i des étailes "fixes” (trés lointaines dans la galaxie) est le *meilleur” référentiel galiléen identifiable
En eplorant les zones d'ombre de la théorie newtonienne, Einstein a développé un auire mod,él.e; & {  expérimentalement & 'échelle du systéme solaire et & une échelle de temps nettement inférieure &
en adéquation avec l'ezpérience dans un plus grand nombre de situations. La théorie de la relativité ; la période de révolution du soleil dans ls galaxie {= 200 millions d'années).
générale est busée sur le principe d’équivalence, posé en principe, entre masse inerte el masse gra-
vitationnelle ef donc entre gravitation et accélération. Einstein postule que les lois physiques (pas ' Remarque 2 Un référentiel présente un caractére "d’auiant plus galiléen” que sont moins impor-
seulement celles de la gravitation) sont localement identiques dans tous les référentiels quels que tantes les forces d'inertie quil faut ajouter aux forces résultant d'internctions pour pouvoir rendre
soient leurs mouvements relatife ou leurs accélérations; la notion de référentiel galiléen n'a donc compte des mouvements réellement observés. On peut dire aussi qu’un référentiel présente un ca-
plus d'intérel. La notion méme de force gravitationnelle n'est plus vraiment nécessare puisque Bin- P ractere galiléen d’sutant plus marqué qu'est plus étendu le domaine apatio-temporel dans lequel les
stein postule que les objets en chute libre se déplacent librement dans U'espace-temps sans ressentir la forces d’inertie sont négligeables; c’est ainst qu'au voisinage immédiat de la Terre ef & une échelle
moindre force; en revanche, cet espace-tewmips voit sa géoméirie déformée, courbée par la présence de de temps nettemnent inférieure au jour, le référentiel lerresire constitue un référentiel galilden tout
matiére, et ne suit plus les régles d'Euclide; on comprend qu’un mouvement libre puisse apparastre & fait honorable.
comme contrant (déternuné par une force) s1 on essate de le décrire dans notre espace "plal” de p
simple mortel! EX (c) La recherche expérimentnle des référentiels galiléens s'est faite par approximations successives en
"Le modele d’Einstein est "meilleur™ que celui de Newton en ce sens que son champ d'upplication i comparant les résultats des tests aux preédictions fondées sur la loi newtonienne de la dynamique.
est plus vaste; de nombreuz tests expérimentauz (le plus connu est sirement 'avonce du périhélie ' L’observation trés précise des mouvements des plandtes dans e référentiel de Copernic petinet de
de Mercure de 43,03 seconde d'arc par siécle) ont tranché en faveur de la théorie de la relativité vérifier avec une excellente précision son caractare galiléen (4 'écheile spatiale du systame solaire et
générale décrivant une distorsion de l'espace-temps oit des objets se meuvent librement plutsl qu'en a une échelle de temps "humaine”) et révele d'ailleurs aussi la nécessité de corrections relativistes.
Javeur. de la théorie de Newton décrivant une force metiant en mouvement des objets dans un " L'expérience du pendule de Foucault montre Jes limites du référentiel terrestre en tant que galiléen
espace-temps euclidien. Cependant , {a théorie de Newton a encore de beaur jours devant elle ! Des 4 une échelle de temps non négligeable devant le jour.
calculs simplement basés sur les lois de Newton, un mélange habile de rigneur mathématique, de 5 5
simulatiompnumériques et de savoir-faire intuitif permetient toujours de faire des miracles ! Citons 2 Riftrmtlol bargranicigne
{'un des grands prejets européens des prochaines années : la sonde Rosetta devrait gire lancée en (a) On appelle référentiel barycentrique d'un systdme matériel (relativement & un référentiel galiléen)
Jonvier 2003, fera d’abord un détour par Mars, pus deux fois par la Terre pour gagner une vitesse lui un référentiel animé d'un mouvement de translation par rapport au référentiel galiléan et dans lequel
permetiant de rattroper en mai 2012 la cométe Wirtanen, un point minuscule filant dans Pespace A le contre d'inertie du systéme est fixe.
& 30000 km/h sur une trajectoire constamment perturbée, [La sonde accompagnera b it dleaur . (b) Un tel référentiel est galiléen si et seulement si le centre d’inertie du systéme considéré a un mouve-
son orbite vers le soleil et il est ;‘Jrévu en oclobre 2012 d]ammcr deu:r:'madule.! { Champt_zllwn ment rectiligne uniforme par rapport A un référentiel galiléen, ce qui bien s0r n'est en général pas
el "Rolend”) sur le noyeu de Wirtanen, un bloc de 3 kilomeétres de diemétre ou la gravité est 1o cas.
20 fois plus faible que sur la Terre! Pour réaliser celte pr , 8 sermit tile de prendre en
compte les subtiles corrections de la théorie de la relativité car le frotiement de Vatmospheére, la . P " : 3 ” §
pmsgian du royonnement solaire, lcs atiractions paresites d'innombrables petits corps rumnent de 1.2 Dynamique newtonienne du point matériel en référentiel géocentrique
Jagon permanente la précision des équations [3]. 1. On considére un référentiel galiléen (le référentiel de Copernic compte tenu des échelles consiclérées dans
Etunt donné un objet de masse m, on peut estimer par simple analyse dimensionnelle la taille cette partie); le référentiel géocentrique R est a priori non galiléen. On &, en faisant apparaitre les
critique de l'objet & partir de laguelle ln théorie de Newton est mise en défaut au sens que cet forces d'inertie d’entrainement et de Coriolis :
objet produit des effets gravitationnels relativistes significatifs. Pour cela, fabriquons une longueur [ ma(P/R}y) = Fy mi{( P) = m&.(P) — md.(P)

e rayon de Schwaredchild Rs d'un objet de masse m wst o rayon pour lequel la vitosve de libération ‘/-‘—ﬁs—a de cot abjet cst

' D'mprds Ln ligerda, cest on regnrdant tomber une pomine que Newton aursit en Fiutuition d’une Lune en chute libre sur i
Terre; de 1A anmit germée toute aa théorin,
D apirdn une "cdldhre” expérience par in pensée de Clauda Alldgra!

égale & In etldrité de Ja lmnidre; on & done Rg = 3—«,—-’:G = 2lg- Ni In nantidre ni In lumidre ne peuvent s"échapper d'un objet de
ravon mféneur & Rg,
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Le mouvement d'entratnement de Ry par rapport a Ry eat une translation pure; le champ d’accslération
d'entrainement est done uniforme et le champ d'accéiération de Caoriolis eat nul ;

a.(P)=dPe Ryp/R,) =&(T/R,) et @(P) =0

On a donc :

lm_a(f/ﬂ’?) = F 4 mh(p) - M(T/Rﬂ

- D'aprés 1a relotion précedente et les hypothésss de ['énonce :

E(P{R%) = F + mhr(P) 4 mhs(P) + mh(P) — ma(T/R,)

Eu appliquant la relation fondamentale de la dynamique & la Terre dans R, (galiléen) -

MAT/Ry) = [f] spereres MM)dm(M) od A(M) = Er(M) + hs(M) + k(M)

mag [ff METerre RT(M)dm(M ) = 0 car résultante des forces gravitationnelles intérieures (exercées par
la Terre sur elle-méme)

On obtient finalement :

-

ma(P/Ry) = F 4 mhp(P) + mig(P) + mAL(P) - P SIS sterere [’IS(M) + EL(M)J dm(M)| (1)

- Le soleil est supposé posséder Ia gymétrie matérielle sphérique; on s done (théoréme de Gauss) :

hs(M) = Ging FE = hig() - Rs(T) = Gmg (% - %)

- -3/2

M8 = W7+ T8 = fho = ol 1+ 28Ty )

VAf € Terre, MT < rr & dg

on a gl = ol (l —3%7‘@7"—5‘) a4 l'ordre 1 en i

et B8 HTLTS =qbr m+ﬁ~3(%)ﬁ) 4 l'ordre 1 en 5%

en effet ”3 (%) M——J”” ~ e :'7'5 <« "3 (%’5) T:S‘" ~ r7 (~ signifie : égalité en ordre de grandeur)
donc, & Pordre 1 en 51; bi . 4

B . - THM.T3) T3
hs(M) — Es(T) = Ging (MEE? s %%) o (%‘% [3—_(11—3?)___ & E‘ZJ (1 bis)

done, au second ordre prés en 5—: 2

= - 2 e TRINE _ 77

Fsoteit—Terre = [[] Re(M)dm(M) = mrhs(T)+ E2a [T |3 et — TM | dm(M)
MeTerre MeTerre

or, puisque T est centre d’inertie de la Terre ;

[I] TH dm{a)=T et [ff (ﬁfﬁ) dm(M) = [

METerve MeTerre £
doac, au second ordre pres en = j'f_fMen"’ HS(M)dm(M) = mrhg(T)

de méme, au second ordre présen 3, fIf MeTerre he(M Ydm(M) = mTEL(T)
Finalement -

ijf fI—‘M.dm(M)J TF=0

/// [ES(M) + ITL(M)J dm(M) = my [ES(T) + EL(T)} au second ordre prés en T et =@
AMeTerre

Considérons 'interaction entre la Terre et une particule ponctuelle de masse ms placte en § ;

T sTerwe = I Gms%dm(M ) identique & Ia force exercée par le soleil supposé sphérique homo-
METerre
géne sur la Terre

mais ?S-—J"crre - —737,,.,..,_.5 d'aprés le principe des actions réciproques
or T’Tc"n_‘s = mghr(S) (la particule § est ponctuelle)

RN

Y

P — A o .
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Si on suppose la Terre sphérique homogene, ET(S) = Gmy-;% (par le théaréme de Gaum)
done /// I-is[M)dm(M) = [T Gms%ggdm(M) = P giurre = G’mrmsfg%- = mg hg(T)
. MET erre

MeTerre

de méme // HL(M)dm(M) =mq iy (T)

MEgTerre

lPar conséquent, s1 la Terre est sphérique, la relation (2) est vérifite & tout ordre'

Remarque 3 77 est également possible de démonirer la relation (2) de maniere non inlrinséque en
considérant les coordonnées ¢ en utilisant les notations de I’énonce :

=7 L Ty—x
el Gms l(l'.v—")’+(vs—v)’+(-ts—=)“] :

uuDLdl'onimﬂenf;«l, +<1, el f- € 1 donne :
ZRa(M) = 825 (25— ) [1+3(—L§S:L.-s” Hgtes ) _ g (Shgee ) 4 g leat gptemel g (o)’

avec dm(M) = udr(M) (i est la q
symélries matérielles

fff.MET:rre xdr(M) = fffMerzrre vdr(M) = fffMETerre 2dr(M) =0
et fffMETerru zydr(M) = fffuen"g zzdr(M) = jffusr..-,-. yzdr(M) =0

dane

. ::spfffdr-3%’§s&ff_[zzdf—%%ff(fffz’dri».u

- 9 2
- JI] Mereree hs(M)dm(M) = Spa | [T v%dr + [ff 2%y 4 Ea At i) w’d; +o
= 2 1
& [l Pdr+ 3 [f] 2ar) 40 (%)

Soit . L
¥ ML serers Ro(M)m(M) = 955 [mpag +0 (57)]
On obtient les deuz autres composantes en effectuant les permutations circulaires (z— y— z) et(zg — yg — zg)
par canséquent, il vient . [[f MeTerre R5(M)dm(M) = %‘%)%zﬁ = mrhs(T) au second ordre prés en
b
dy
De méme :fffMET"" i{L(M)dm(M) = %"7'.‘[:—,”:}151—“2 = mTTIL(T) au second ordre prés en = (CQFV)
Dans Ukypothése d'une Terre 4 symétrie sphérique - JII=dr (0 = JvPdr(My = T 22dr(ar)

Le terme d'ordre 8 de 7. ffstane ﬂs(M)dm(M) est nul auquel cos le résultal Pprécédent est acquis ay
troisidme ordre pres.

ppoesée uniforme de la Terre) et compte tenu des

- Les relations (1) et (2) donnent :

ma(P/Ry) = F + mhr(P) + m[is(P) ~ hs(T)] + m[Ry(P) - R, @] 3)
T5(P) Ti(p)

. D'aprés Ia relation (1 bis), on obtient sans calcul supplémentaire I'expression intrinséque de (P) &

l'ordre 1 en o=

S B (TﬁTE‘):T’E’

Cs(P) = TP [3 T TP (4)
@'(P) s'obtenant par une expression analogue & l'ordre 1 en &

B TBTL)TT

Ci(P) = (T’Z)‘, ['JTL)Q& - (4 bis)
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Remarque 4 En considérant les composantes (on reprend le DL effectué remargue 3) :
n 3 18 . Cm

£ R = e () 5 ot - e

soit 7. [HS(P) - }IS(T)] = Gpagg [3 (Eﬂ%ﬁ_x) - o ,,(H:;)]

On obtient les deuz autres composantes en effectuant les permutations circulaires (z — y — 2) et (x5 — ys — z5)
" ; @
On en déduit Uexpression intrinséque (4) de Cs(P) & l'ordre 1 en - (CQFV)
6. Expression des énergies potentielles massiques de marée :

(u) La relation (4) donne :

Cs(P) = %"_js_[ (3cos? 85 ~ 1)t} — 3cos g sin O5ita, )]
s

de maniére analogue :

CL(P) = Qd—"’;—'i: [(3cos?8y, — 1)57 — 3cos by, sin 0,75,
L

18V Yobd -
(b) U est facile de vérifier que I'on a bien Ts(P) = —W(VS(P)) = —%‘—’;‘iﬁ", - ¢ S0ay (resp. qL(P)
—W(VL(P))); en intégrant les composantes des champs de marée, on trouve les expressions des
énergies potentielles massiques de marées (& une constante prés) :

4 3Gmr?
Vs(P) = ~ 258 (cos? 05 — §) et Vi (P) = - (o0 - §)
S

7. Le chuinp de marée exercé par le Soleil (resp. la Lune) tend & déformer la m‘uﬁﬂ:e enla "dislo&]{nn{',
plus précisément en 'étirant de part et d’autre du plan orthogonal en rI“z\ In c,hrectlon TS (resp. tél. a
représentation de ce champ & la surface de la Terre dans un plan méridien d'axe TS est représentée sur

la figure ci-dessous.

PN

vers §

Ny 7

Remarque 5 En coordonnées cartésiennes, le champ de marée s’empr.-ime simpler.nent :
avec i, = Fcosf + §sind, iy = ~Tsinf + jcosf,z = rcosf et y = rsinf, on obtient :
G = S (22F ~ y)

L'équation différentielle des lignes de champ s'écrit . %‘5 =
Par mtégration, on oblient I'équation des lignes de champ de marée : zy? = i:o:nstante ,

Les lignes de champ de marée sont représentdes ci-dessous; l'aze des z est dirigé vers l'astre attracteur
el les nres T et y se coupent au point T (centre de la Terre)

Plot 2D + Vector Field :|2x,~y)

dy
-y

Carte du champ de marée
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2 2
8. Dans le voisinage de la Terre, l.e dans Ia région ol les termes en (215) et (;‘j;) sont négligeables, hp

varie comme -} tandis que Cy, et C's varient comme r; les effets gravitationnels différentiels de la Lune
et du Soleil y sont donc d’autant plus marqués que l'on se trouve loin de T'. Aux limites du "voisinage"
de 1a Terre (sphere de centre T et de rayon 10rr), on calcule les champs de marde aux points A, B,C,D
(cf. figure ci-dessous) :

Cs(A) = Meparezs — —T3(C) ot T3(D) = Wemarey, = _T3(B)

Aux limites du voisinage de la Terre considéré, 'intensité maximale du champ de marée du soleil est

-2-"-%"1;-"'—“11 de I'ordre de 5.10~%m.5~2, tandis que Vintensité maximale du champ de marée de la Lune est

390—;‘1.-"!1 de l'ordre de 10~°m.s~?, & comparer dans I'¢quation (3) & I'intensité du champ gravitationnel
. — Gmy ) 1, =2

terrestre Ar = iﬁ-‘;‘ de l'ordre de 10~'m.s~2,

Les champs de marée du Soleil et de la lune sont donc d'intensités comparables (I'action du Soleil est

environ deux fois plus faible que celle de la Lune) mais ils sont négligeables devant le champ gravitationnel

terrestre (rapports inférieurs & 10-4),

Dans le voisinage de la Terre, on peut donc, avec une "excellente approximation”, écrire la relation
fondamentale de la dynamique dans R7. sous la forme :

kna(ﬁ/w,) = F+ mir(P)|

En raison de I'égalité entre ln masse inerte et la masse gravitationnelle, il y a exacte compensation au
point T’ (et quasi-compensation dans le voisinage de ce point) entre la force d'inertie d'entrainement lide
au caractére non galiléen de Ry et la résultante des forces gravitationnelles exercées par les astres autres
que la Terre. 2

Puisque la force d'inertie disparait de I'¢quation du mouvement, le référentiel géocentrique RY. apparoft
donc comme un "excellent” référentiel galiléen (au sens qu'il n'y a pas lieu de prendre en compte la force
d'inertie d'entrafnement par rapport au référentiel goliléen de Copernic) & condition de ne considérer
que la seule action de la Terre comme force d’origine gravitationnelle, On parlera de référentiel "psoudo-
galiléen",

Remarque 6 Dans le voisinage de la Terre, ln formulation de la relation fondamentale de lo dynamique
prend donc une forme plus "simple” dans le référentiel géocentrique R que dans le référentiel de Copernic
puisque la force gravitationnelle extra-terrestre "disparait”. On pourrait dire que Ry est le "meilleur”
référentiel au voisinage de T' au sens que la RFD 8"y exprime le plus simplement, et de maniédre plus
générale que les référentiels "localement” en chute libre sont "meilleurs”, y

Insistons sur le caractére local de celte propriété ;

~ au plan spatial d'abord : le domaine envisagé ne doit pas étre trop étendu cor nous avons vu que le
champ de marée créé par un astre A ou voisinage d'un point trés éloigné (r < da) en chute libre
croft avec la distance 4 ce point comme #; de plus, il faut limiter étude & des objets de "petite”
taille car de faibles forces de marées peuvent tout de méme produire des déformations significatives
sur des objets étendus (cf. section 2) )

~ au plan temporel ensuite : la durde de Vexpérience ne doit pas eire trop’ longue car méme dons
la région ou le champ de marée est négligeable, ses effets séculnires i.e & long terme peuvent étre
tmportants ; par iple, les trajectoires de satellites doivent etre réguliéremeny corvigées des pheé-
noménes de dérives occasionnées par les champs de marée des astres extra-terrestres. En ordre de
grandeur, Cq ~ Qg‘-fi que l'on peut metire sous la forme Ca ~ whr, ce qui permet de définir un
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temps caractéristique Ta ~ h—}; ~ 4/ Ed'%;. Ce temps vaut 39 jours pour la Lune et 58 jours pour le
Soleil
Bref, & condition de ne pas prendre en comple les forces gravitationnelles extra-terrestres, le référentiel
géocenirique se comporte comme un »excellent” référentiel galiléen dans le voisinage de la Terre (par
ezemple dans une sphére de rayon 10ry centrée sur T) et & une échelle de temps nettement inférieure au

mois.

Quelques effets gravitationnels différentiels :

Pourquoi la Lune n’est-elle pas capturée par le Soleil?

ds

Le Soleil exerce sur la Lune une force deux fois plus intense que celle exercée par la Terre; dans le
référentiel galiléen de Copernic, la Lune est bien capturée par le Soleil puisqu’elle effectue un petit
mouvement d’oscillation autour d’une trajectoire moyenne centrée sur le soleil. Pour étudier le mouvement
relatif de la Terre et de la Lune, il est préférable de prendre le point de vue d’un observateur lié au
réferentiel pseudo-galiléen géocentrique; en raison du mouvement de la Terre par rapport au Solel, le
soleil "n’agit” sur le mouvement relatif de la Lune et de la Terre que par lintermédiaire d’un terme
diffarentiel de marée.

En appliquant le théoréme du centre d'inertie & la Lune dans le référentiel géocentrique, on obtient,

d'aprés la relation (3) :

2
Fil mﬂi(.‘.’.&) «?

mga(L/Ry) = muhr(L) +me [ES(L) - ES(T)] i W—/FLL(L) ~hu(T)
1]

soit :

&(L/Rs) = [Frl) - FulD)] + [Rs() - Bs(D)]

L'accelération &L/R;) de la Lune par rapport & la Terre est composée de deux termes :

* [ET(L) - hy (T)] = %ﬂlﬁ < %’{‘}lﬁ , terme attractif mesurant la capacité de la Lune & rester
dans le voisinage de la Terre

* | hs(L) ~ hs(T)| est le champ de marée créé par le soleil au point L tendant comme on V'a vu plus haut

3 "disloquer™ le systéme Terre-Lune; en effet, comme TL = d, « TS = dgs , on peut calculer ce champ
par la relation (4); lorsque S, T, L sont alignés, il est maximal et la relation (4) donne son expression

%-’g‘_—i?ﬁ.

" La condition de satellisation de la Lune par la Terre est donc : %’5‘;’5 > 2%";31, soit :

1
m 3
: 4<ds(77)

Cette distance critique vaut sensiblement 1,7.10° km; elle est bien supérieure & la distance d actuelle
(3,8.10% km).

2.2 Fragmentation de la cométe Shoemaker-Levy 9

Jupiter est une plan¢te de masse particuliérement grande; on peut concevoir que la cométe Shoemaker-

Lévy a "frole” Jupiter d'un peu trop prés! En passant en dec de la limite de Roche, elle a pu se disloquer

par effet de marée.

OPTION PHYSIQUE 11

‘1. 1l suffit d’adapter les résultats de la question 8 de la sous-section 1.2 au cas du référentiel Jjupiterocen-

:i?ue; (ie déetmiir est pjeuc;l:»galiléen lorsque I'on néglige les champs de marée produits par le Soleil et les
res planétes devant le cham; itati i i oximati
bt e gy mp gravitationnel créé par Jupiter. Ici, l'appr tlon est encore meilleure

— Jupiter est plis éloigné du Soleil que la Terre (le champ de marée décroit comme 1)
dA

- le champ de gravitation de Jupiter est plus intense que celui de la Térre (plantte plus massive)
2. Limite de Roche :

(a) ?Pphq;x;ns le tixé?réme du centre d’inertie 4 la sphére de centre C; dans le référentiel cométocen
rique R sous la forme de la relation (3) adaptée au cas considéré 2 i ;
. L C nsidéré. D’aprés la question précédente
Jupiter constitue la seule source gravitationnelle ”active” extra-comete; dans Rz, J upitef” agit” su.;

1

la sphere de centre C) par le terme de marée m (51(01) - IL(C)) tandis que la spheére de centre
C, agit par la force gravitationnelle mh insi Fy

Ca (Cl) ainsi que par la force de contact F
tant que le contact est établi, V'interpénétration des deux spheres; on a donc : 8 TR
ma(Cy/Ry) = mhcy(C1) + Fo,c, +m (Ri(C) - hy(C))

E;nt g:e les deux sphéres sont en cor_xtact;, la cométe a un mouvement de rotation propre syn-
. 0215 sur son mouvement orbital puisque les points C; et C, restent constamment alignés avec
- Le mouvement de C; dans R, est donc circulaire uniforme de vitesse angulaire w donnée par

Gmy(2m) __ 92 2 B0
+ = 2ruwvtd (Théoréme du centre d’inertie appliqueé ans i
e ppliqué & la comete dans le référentiel pseudo-

(C /RC‘ ) ( é I '
donc ma 1 —mw rt (U étant le vecteur unitaire de la direction J — C]
soit IG(C]/}Z(;) a3 u : )

d’autre part, mhc,(Cy) = -(%r";—;ﬁ

etm (hj(c,) % hJ(C)) = 20mm. -7 (cf relation (4) légitimée par d 3 r)
d o) = _Gmm Gm?®  2Gmm ¢
Oonc F(;,T.c, 7t SoMy (7};7 — Ty = %’rﬂ)g —,—5—130’;""’ T
n tradu:. laé coxtxdmon de non fragmentation par F—c,_.c, @ > 0 (condition de contact), soit
d > (1224}¥ soit encore d > dpny avec

]
dmin =7 (].Zﬂ)
Hc

(b) On calcule p; =~ 1,25.108kgm=3 et dppyp, =~ 2, 557

3. La stalactite cylindrique de longueur ! et de section § s'effondre sous effet de son poids lorsque PeornS
cohd =

ucglS;avecl =3m ona:

lf“"" = pgl =2, 68.104Nnr7|

4. Taille des morceaux

Li N e A
(a) Lien entre les deux modeles : m = pg§wr® = pe 2w donc
P =2r 1,267

bY A la G :
(b) A la limite de la fragmentation, on a : P ,nr'2 + (’32—:")-; = @"&g’ﬂﬂ; avec Gm% — 3Cmm,r

‘obtient : Poopnr'? = Q%Lgmzza () CLT
r= i FPeon
23 | nGpia

Finalement ;

iLe phé 2ne d hronisati t g
noméne de synchronisation du mouvement de rotation propre sur le mouvement orbital est réalisé pour bon nombre
; ) prop! mo isé p
de satellites des planttes du systéme solaire; c'est également un effet de marée (Cf section 5)
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() Ontrouver =~ 13,1km (dans le cas de la glace I) ;ce modéle surestime la taille des fragments puisque
ceux-ci avaient un diamatre variant entre 1 et 3 km.

5. Dans le modéle de la boule de neige peu compacte, avec Peop = 102N.m~2 et g = 0,5.10%g.m™3, on
recalcule dmin = 3,117 et & = 6,63 ce qui conduit & :

ce qui est une bonne estimation de la taille réellement observée.

2.3 Marées océaniques

Bréves explications ...

1. Les océans se déforment sous V'effet des champs de marée de la Lune et du Soleil (cf. figure de la carte du
champ de marée); on a vu (cf. question 8 de la sous-section 1.2) que le champ de marée de la Lune est
deux fois plus intense que celui du soleil. En admettant que la déformation produite est proportionnelle
4 1a contrainte appliquée (modéle statique linéaire), le champ de marée de 1a Lune (effet principal) crée
un double "bourrelet” (cf. figure ci-dessous) de symétrie de révolution d’axe TL. La marée haute est
observée lorsque la Lune passe au méridien du lieu, c8té "jour lunaire” (bourrelet le plus proche de L) et
¢6té "nuit lunaire” (bourrelet le plus éloigné de L) tandis que la marée basse est observée dans le plan
orthogonal en T & l'axe TL.

9. En raison de la rotation propre de la Terre autour de l'axe des poles (période 1 jour), chaque point de
la Terre passe deux fois par jour sous un bourrelet; il existe donc deux marées hautes et deux marées
basses par jour en un lieu donné.

-3. La durée séparant deux marées hautes consécutives en un lieu donné est évidemment le demi-jour lunaire,
le jour lunaire étant la durée séparant deux passages consécutifs de la Lune par le méridien du lieu
considéré. Pendant que la Terre tourne sur elle-méme, la Lune tourne daxns le méme sens sur son orbite
autour de la Terre. A la fin de sa rotation quotidienne (jour solaire), le méridien d'un lieu donné se
retrouve dans la méme position par rapport au Soleil mais doit tourner d’un angle supplémentaire pour
se retrouver dans la méme position par rapport 4 la Lune.

1l est clair qu’au cours d’une lunaison, I’angle supplémentaire vaut 27 ; autrement dit, pendant ce temps,
la Lune est passée au méridien d'un lieu donné exactement une fois de moins que le soleil; on a donc :

29,530 jours solaires = (29,530 — 1) jours lunaires
La période de la marée lunaire moyenne est donc :

129,530 ;
3 X 98,530 % 24 heures « 12, 420 heures » 12 heures 25 minutes

[Le retard moyen de I’heure de marée d'un jour a I’autre est donc de 50 minuteil

Leeffet du soleil est secondaire mais ne peut étre négligé : en un mois, il y a deux vives-eaux et deux mortes-
eaux. En vives-eaux, 'amplitude de marée est maximale tandis qu’en mortes-eaux, elle est minimale.
Cette amplification du phénoméne de marée en période de vives-eaux est due 4 la conjugaison des
champs de marée lunaire et solaire; les vives-eaux ont lieu au moment de la pleine Lune et de la nouvelle
Lune lorsque le Soleil et la Lune passent tous deux dans le plan méridien du lieu considéré; ces deux
configurations sont appelées syzygies (cf. figure ci-dessous).

L

o

3.1

b
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Ty
\\
OREIOY
NL \ : i ju
NL:nouvelle lune \\/
PLepleine hume

Les mortes-eaux ont lieu au premier et au dernier quartier lunaire. La Lune et le Soleil forment alors
entfe eux un angle de 90 degrés, configuration appelée quadrature; les champs de marée se ” contrarient”
et ’amplitude de marée est minimale (cf. figure ci-dessous).

0Q
; ™
; S
— N\
{ sait )
PQipremier quarder A s
DQ:derrier quarter "P\QQ/"

. Le globe terrestre n'est pas un solide totalement rigide; les champs de marée agissent dans tout le

volume de la Terre, y compris le magma; ils engendrent des marées magmatiques qui provoquent des
déformations de la crofite terrestre ; ces déformations constituent les " marées terrestres”. Des calculs ont
montré que la fluctuation d’énergie du faisceau du LEP du CERN correspondait & une variation de 1mm
du périmétre (26,7 km) de Paccélérateur.

Amplitude et périodicité de marée statique

Equation d’équilibre des océans en référentiel terrestre.

. A cause de la révolution orbitale de la Terre autour du soleil s’effectuant dans le méme sens que la rotation

propre de la T’erre,.la Terre. fait dans R} un peu plus d'un tour entre deux passages consécutifs du Soleil
au méridien d'un lieu considéré. En une année (365,25 jours solaires) la Terre fait 365,25 + 1 = 366,25
tours autour de I'axe des poles relativement & Ry. :

La durée du jour sidéral est donc :

T = un jour sidéral = 86400 x 35u2% ~ 86164 s

On a donc :

2
O = F” o~ 7,202.10~5rad s~

. En considérant un volume V de fluide limité par la surface fermée S, la formule du gradient permet

d’exprimer la }'ésﬂtante des forces de pression sous la forme d’une intégrale volumique étendue & V :

| s —P38 = [[],(~gradP)ar]

tandis que la formule du rotationnel permet d’exprimer le moment résultant des forces de pression calculé
en un point O quelconque sous la forme d'une intégrale volumique étendue & V: [[ & OM A (—PES_'S =

_ JIJ, 7oK P.OM)dr. Or 7ot(P.OM) = Prot(OM)+gradPAOM = gradPADM puisque 7ot (OM} = T

Donc :

|11 0¥ £ (-P35) = [jf, OW A (-FradP)ar

L’équivalex‘]ce des forces de pression avec une distribution volumique de forces de densité —gradP est
donc établie pour la résultante et le moment résultant.
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3. En appliquant la relation (3) & une particule mésoscopique de fluide de volume dr située au point M, on

obtient :

u(dr) @ (M/Ry) = —(dr)grady P(M) + p(dr)hz (M) + p(dr)Ts(M) + u(dr)CL(M)

D’autre part @ (M/Rr) = O (la particule est en équilibre dans Rr). Le mouvement d'entrainement
de Rp par rapport & Ry est un mouvement de rotation & vitesse angulaire uniforme 27 autour de
I’axe des poles; I'accélération d'inertie d’entrainement du point M s'écrit done —&2(M) = Q%-m =
—grad M(M) = —-g?z?iM(_—mL’;‘“ﬁ) (H est la projection de M sur I'axe des péles) ; 'accélération

2
d'inertie de Coriolis est nulle puisque la particule est immobile dans Ry

En outre, dans le cas d'une Terre 4 symétrie matérielle sphérique, E;(M )= —Gmr% = —grady( '—Tqﬂ—i) =

— APl M(:G,—'"I)
Enfin, E‘;(M) = —gradpy (—Vs) et ?L(M) = —-gra_ﬁM(—VL) (cf. 6b) de la sous-section 1.2
En "rassemblant les petits morceaux”, on obtient (i = constante) :

B
SGTm 2
VL = Zd; (COSZ 0[, i %)
el =
grady £+ (Vr+V, + Vs +V))|=00n o : ®)
r 3G'm5’r 29 1
v bp=wrag 0w dasgl
S
Q%1% cos® A
Vi= s

Compte tenu des hypotheses, la surface libre est isobare; pour tout déplacement élémentaire dM sur la
surface libre, on a : .

dP(M) = (gTa?zM P).dH =0 et d'aprés I'éequation (3), (gr_’ade) dM =dv=0
L’énergie potentielle massique V reste donc constante sur la surface libre isobare de F'océan; donc :

Gmr  3Gmgr® 3Gmpr?
—+ (COS2 95 - %) + Qd% ((:052 8y — %) +

T 2d_39

Q212 cos? A

= constante
2

Remarque 7 Attention! Il est fouz d’affirmer que g-raaP est nul sur une surface isobaere; graZi)P est
stmplement orthogonal & la surface isobare passant par le point considéré.

3.2 Amplitude a 1’équateur des composantes de marée statique générées par la

”Lune moyenne” et le ”Soleil moyen”.
1. Effets du mouvement de rotation propre de la Terre

(a) L’expression précédente donne :

3.2
Gmy _ _Cmyp + n‘r"eguaum—
Tpole Téquateur 2

La profondeur des océans est en moyenne de 4 km < 1'} '~ 6400km; avec Tquateur — Fpsle = Ah; K
rr (237% « €2¢) et en faisant un calcul & Pordre le plus bas non mul, on obtient :

o ST
Ohy = 2T = 11km

Ce résultat est aberrant (la profondeur des plus grandes fosses marines est de 10 km!) ; le modele
considéré (Terre assimilée & une sphere solide recouverte enti¢rement d’eau) ne convient pas pour le
calcul des variations de profondeur des océans dues aux seuls effets d’inertie de la rotation propre
de la Terre. En particulier, la croite terrestre présente elle-méme un aplatissement.

(b) Par contre, on remarque que ce modeéle trés sommaire fournit tout de méme le bon ordre de grandeur
de Paplatissement de la Terre dans son ensemble. En effet, avec Ahy ~ 11km, on calcule %’3 e
0,0017, de méme ordre de grandeur que la valeur 0,0034 constatée. La raison est qu’aux échelles de
temps géologiques, la Terre dans son ensemble est liquide.
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2. En notant 4 la variation du niveau de la mer provoquée par les seuls effets de marée statique, on a :
Gmy_ , 3Gms(rm+h)? m+h)?
s+ —msa(‘fg—)—(coszlﬂs -H+ @5(1—;“‘)—((:0329,, — 1) = constante = C
olt Ty, est le rayon moyen de la surface libre
~ Gmgr? i ™ <
a;ec hgrp oy ( —’;g—"— et G—’;‘f— < G—,I) et en effectuant un calcul & Pordre le plus bas non nul, on
obtient :

o} Gm 3r s Yo m, 3
h= gt (—T‘ a c) + &z o (af) (cos?0 — 3) + Sz ms (gzs;) (cos?6s — 1)
Les forces de marée déforment la surface libre mais il y a conservation du volume d’sau (incompressibilité)

donc ff.sphére de centire T h-ds=0 4
On peut vérifier que ffsphén de centre T(COS% 0L — 2)dS = IS cohire de centre 7(C08% 65 — 1)dS =0
on en déduit que C = Gf—?&, et donc que :

3remy (TT)3 2 1, 3rrmg (rr)° 1
il feldds o4 L o O D) et LS | T o e
r (cos* 8y, 3)+ e (ds) (cos? b5 3)

hy hs

A ljéqua'teur, 0L et 85 varient entre 0 et 2rlorsque la Lune moyenne et le Soleil moyen décrivent leur
trajectoire apparente autour de la Terre et cos? 8;, et cos? §, varient entre 0 et 1 ; on en déduit :

remy, (e Sremg frr)°
A I il Wik R U Frms (1T
™" "2 mr (dL o o (ds)

Ahy max~54cm ARS max~24cm

3.3 La marée statique en fonction.de la latitude et des déclinaisons de la Lune

et du Soleil

1. On adonc b = ARy max (08?01 — 3) + Ahg max(cos? 85 — h ;
dr cosdz cosipy

TCOS A cos
or TLTM = rdy cosy, avec TM = { reosising et TL = dycosbysingy
rsin A 4 dLsin6L

donc cosf;, = cosAcosycosdy, cospp + cos Asinpcosép sing; + sinAsinfy, = €osAcosfL cospyy +
sinAsinfy

etcos?fy — 3=k, (1-3sin®8,) + ko (sin26,, cosipy p) + ks (cos? 61, cos 20y, p1)

On obtient une expression ”analogue” (L +— S) pour cos?fg — 3

Finalement :

b= [ ARy max [k1 (1 - 3sinzlﬁé,) +ky (sin_ZJLcosgoLM) + k3 (c0526L cos2<pLM)] i ©)
Ahgmay [k (1 - 3sin 6s) + ks (sin 265 cOs pgpr) + ks (cos? 85 €08 2054
ol :

T an?

3 1 3;1:: A

k2'= sin A cos A

o o SO57A

g

2. Différentes composantes
(a) L'expression de h comporte des composantes de différentes périodes en un lieu donné (A donng) :

- les composantes semi-diurne lunaire (terme en cos2i; ,, de période 12h2dmn-c£.3 de la sous-
section 2.3) et semi-diurne sclaire (terme en cos 25, de période 12h), maximales & Péquateur
et nulles aux péles
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— les composantes diurne lunaire (terme en cos 5, de période 24h48mn) et diurne solaire (terme
en cospg,, de période 24h), maximales pour A = 45° et nulles aux poles et 4 I'équateur

- des composantes a période "longue” ; au cours d’une période du mouvement apparent de la
Lune (~ 1mois), §; varie entre —28° et +28°, tandis qu’au cours d'une période du mouvement
apparent du Soleil (~ lan), §g varie entre —23° et +23°; on note que I'amplitude des compo-
santes & courtes périodes varie lentement avec §, et §5. On peut aussi remarquer que dy, et ds
varient lentement.

(b) Considérons un lieu ot les composantes semi-diurnes dominent; nous avons vu plus haut que la
composante lunaire est prépondérante et la relation (6) montre que son amplitude varie comme
cos? §; celle-ci varie donc avec un période semi-mensuelle. En outre, la composante semi-diurne
solaire a une amplitude maximale pour §g = 0 c’est-a-dire lorsque le Soleil se trouve dans le
plan équatorial ce qui se produit aux équinoxes; les marées de type semi-diurne lunaire sont donc
renforcées par le Soleil aux équinoxes.

Lors des "grandes marées du siecle”, T, L et S sont alignés dans le plan équatorial ; on a alors §7, =
§s = 0 auquel cas 'amplitude de marée est maximale ; cela se produit toutes les périodes chaldéennes
en raison du mouvement de précession du plan de l'orbite apparente de la Lune de période environ
18 ans. Le plan de ’équateur précesse également avec une période beaucoup plus longue (26000 ans)
si bien qu'aprés une période chaldéenne la configuration astrale est presque la méme mais jamais
rigoureusement identique. Le phénomeéne des marées n’est donc pas rigoureusement périodique.
Ajoutons a cela que des travaux récents (J. Laskar) montrent que le systéme solaire constitue un
systéme dynamique chaotique!

(c

-

Mise en défaut du modele statique de marée

. C’est 'échec du modéle statique de Newton!

La marée est une déformation de la surface des océans; elle prend naissance dans les grands bassins
océaniques (Atlantique, Pacifique..) en réponse a I'attraction des astres en mouvement ; cette déformation
se comporte comme une onde de gravité; le phénomeéne est donc fondamentalement dynamique.

Le probléme est celui de la recherche du mouvement d’un fluide se déplagant sur une sphére tournante

“dans des bassins peu profonds (quelques kilomeétres par rapport aux milliers de kilométres d’étendue),

soumis & P’action périodique des astres, & 1’action du globe terrestre composé d’une partie solide fixe
et d’une partie mobile dont on étudie précisément le mouvement, aux contraintes visqueuses et aux
conditions aux limites de parois solides aux formes compliquées. Il s’agit 14 d’'un probléme des plus
difficiles! [5]

L’amélioration du modéle passe donc par la prise en compte de différents facteurs dynamiques : la marée
est une onde dont le caractére progressif apparait nettement sur la figure 4 montrant le trajet de la
pleine mer en Manche et en Mer du Nord. On constate que ’onde provient du bassin atlantique et que la
pleine mer met & peu prés 6 heures pour remonter la Manche soit un parcours d’environ 500 km, ce qui
donne une célérité de l'ordre de 23 ms™? ; la marée étant principalement semi-diurne, la longueur d’onde
est de I'ordre de 23 x 12 x 3600 ~ 10°m =~ 1000km. Cette longueur d’onde est nettement supérieure
4 la profondeur du bassin; on montre dans la partie B que la célérité des ondes de gravité en eau peu
profonde () 3> h) est /gh; cela donne une profondeur de I'ordre de 50m, ce qui est bien le cas.
D'autre part, les ondes de marée :

— voient leur progression contrariée par la présence des continents (réflexions, réfraction, diffraction)
~ sont freinées par contrainte visqueuse sur les fonds de faible profondeur variable

- sont déviées par les forces de Coriolis (cf. figure 4 : la rotation produite sur ’onde de marée et
P'existence de points amphidromiques sont typiques d'un effet dt aux forces de Coriolis (cf. ondes
de Kelvin)(5})

L’amplitude de marée peut croitre lorsque les ondes arrivent sur un plateau continental étendu de faible
profondeur, & 'image d'une vague lorsqu'elle arrive sur la plage; la faible profondeur du golfe Normand-
Breton explique en partie les marnages importants qu’on y observe.{cf. figure 6 : on constate & certains
endroits une amplitude de marée trés supérieure aux 78 cm d’amplitude maximale prévus par la théorie
statique).

5
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Le potentiel, en un lieu donné, ne dépend que des mouvements astronomiques périodiques; si on postule
la linéarité du systéme ("petites” déformations), il est naturel de considérer un régime forcé ou les
périodes astronomiques se retrouvent dans celles des mouvements des masses d’eau. Chaque terme du
potentiel peut étre considéré. indépendamment des autres, engendrant sa marée propre, la marée totale
étant la somme de ces composantes élémentaires. En raison des conditions aux limites trés complexes, il
se crée un systéme compliqué d’ondes en partie progressives et en partie stationnaires; on est en présence
d'un oscillateur mécanique présentant un certain nombre de fréquences propres a priori différentes des
fréquences du potentiel et forcé aux fréquences du potentiel ; on sait que la réponse est en général en retard
(algébrique) sur I'excitation; cela explique "I’établissement du port” ou "I’age de la marée” observé sur
la figure 5, ainsi que la présence des déphasages a et § apparaissant dans la formule de Laplace donnée
dans I'énoncé. L’amplitude et le déphasage de la réponse 4 une composante du potentiel se déterminent
expérimentalement compte tenu de Pextraordinaire difficulté de la résolution théorique du probleme.
Certains bassins (Manche, baie de Fundy..), suffisamment ouverts sur un océan pour subir I'influence
de I'onde de marée (contrairement aux mers fermées comme la Méditerranée), se comportent comme
des oscillateurs quasi-indépendants dont une fréquence propre est proche de la demi-journée ; la marée
semi-diurne fait alors entrer ces bassins en résonance ce qui explique les marnages particulidrement élevés
qu’on y observe (cf. figure 6).

La figure 3 montre certaines "familles” de marée présentant un caractdre marqueé :

(a) marée de type semi-diurne : le terme en kj est prépondérant
(b) marée de type diurne : le terme en kp est prépondérant
(c) marée & inégalité diurne : marée de type semi-diurne avec un terme en k» non négligeable

{d) marée mixte : marée de type semi-dinrne avec un terme en k3 non négligeable ; lorsque la déclinaison
est faible, le terme semi-diurne devient prépondérant (sin26 < 1 et cos?6 ~ 1)

2. Méthode harmonique proprement dite (Kelvin, Doodson)
La théorie de Fourier justifie la décomposition de 'onde de marée en une série de composantes harmo-
niques ; 'ensemble de ces ondes harmoniques, chacune par sa période, son amplitude et sa phase constitue
le spectre de la marée qui forme la carte d'identité de la marée dans le port considéré.
On passe le signal de marée expérimental 4 I'analyseur de spectre et on constate I'existence d'un trés grand
nombre de fréquences de poids plus ou moins important. Cette méthode est trés efficace; contrairement
4 la méthode de Laplace, elle prend notamment en compte les inévitables phénoménes non linéaires,
en particulier dans les régions de faible profondeur. On peut ainsi interpréter la "tenue de plein” dans
certains ports de La Manche comme Ouistreham ou Le Havre, par Pexistence d’ondes sixiéme-diurnes
qui provoquent une inégalité entre le montant et le perdant. Par exemple, le 12 décembre 1996, on a pu
observer au Havre : une premiére BM de 1,17m a 06h29, puis une PM de 8,05m & 10h39, une BM de
8,02m & 11h23, une PM de 8,04m & 11h59 et enfin une BM de 1m & 18h54. La BM intermédiaire n'est
pas une basse mer & proprement parler mais la mise en évidence de la tenue de plein 4 PM, favorable &
la navigation.[6) .
Pour les sites oi la marée est importante, la prise en compte d'une centaine d’ondes composantes (ayant
plus de Imm d’amplitude) est nécessaire pour un calcul précis (105 a Brest)[6]. Compte tenu de la
complexité du probléme, ce spectre est établi expérimentalement par analyse des observations réalisées
pendant quelques années; il fournit par ailleurs un test pour les modeles théoriques. ‘
Pour terminer, ajoutons que le facteur limitant est actuellement la météorologie. On observe en effet une
surcote lorsqu'il y a une dépression et une décote en régime anticyclonique. La correction est d'environ
10 cm pour 10 hPa. Les vents forts ont également une influence.

Evolution séculaire du systéme Terre-Lune

5.1 Théorémes généraux

1. Théorémes de Konig

(a) * Théoréme de Konig du moment cinétique :
Le moment cinétique & calculé en un point O quelcongue d'un systéme matériel fermé S quelconque
dans son mouvement par rapport 4 un référentiel R quelconque est la somme du moment cinétique
en O dans R de son centre d'inertie G ot serait concentrée toute sa masse m, soit OG Amie (moment
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cinétique ”d’ensemble”), et de son moment cinétique relativement 4 son référentiel barycentrique
R*, soit &* (moment cinétique "propre”).

En effet, avec #p = ¥ + U (R" est en mouvement de translation dans R), on a:

o= [[[sOP ATp.dm(P) = (ms '_P'dm(P)) i + [ s OP A Tp.dm(P) = DG Amilg + 5

or 55 = &" (indépendant du point o on le calcule) car le torseur cinétique du systéme dans R” est
un couple (7 = 0). Donc :

l;o=b—a/\mﬁa +5"l

* Théoréme de Kénig de I'énergie cinétique :

L'énergie cinétique K d'un systéme matériel fermé S quelconque dans son mouvement par rapport
4 un référentiel R quelconque est la somme de son énergie cinétique d’ensemble (énergie cinétique de
son centre d'inertie G ol serait concentrée toute sa masse m, soit 2an) et de son énergie cinétique
propre (son énergie cinétique relativement 4 son référentiel barycentrique R”, soit K*).

En effet,
K = [f] s $dm(P)= fffs (£ +% +9c) dm(P) = K*

or [[fTp.dm(P) =

(b) Si S est un solide dont P'axe (G, ﬁ) de rotation propre est une axe de symétrie matérielle donc axe
principal d’ inertie,
G =8 = JCQ Jg (J‘g est ]’opérateur d’inertie du solide calculé en G et J est son moment
d’inertie par rapport & l'axe (G, Q))

+ tmak + 3. [[[ s Tp-dm(P)
=0, done :

[(G,fl) est aze de symétrie matérielle du solide = &* = Jﬁl

et comme 7p = 3AGP, K* =1 [[f a;,‘(ﬁ/\aﬁ) = 163, [[] s GBATpdm(P) = 1§1.5

8T = 3792 et ceci est vrai méme si I'axe (G, §1) n'est pas un axe principal d'inertie.

[

IPour un solide : K* = %JWJ

2. Théoréme du moment cinétique

(a) Le moment dynamique barycentrique d’un systéme fermé quelconque est égal au moment résultant
des forces extérieures calculé en son centre d'inertie; ce moment dynamique barycentrique est la
dérivée temporelle du moment cinétique barycentrique.-

En effet, d’aprés le PFDLD : S‘G = Mg(forces extérieures) +Mc(forces d’inertie d’entrainement)
Les forces d'inertie de Coriolis sont nulles puisque R* est en mouvement de translation par rapport

a un référentiel galiléen
De plus, Mg(forces d'inertie d’entrainement) = [ff g GPA(—dgdm) = - ( s ﬁdm) Adg =0
Diautre part, () . = (%2) . = 115 () Avpm(P) 4 J1] s GP AGpdm(P) = [ s T A
Tpdm(P) + b = bg

Enfin c—S‘G =5 (indépendant du point ol on le calcule) car le torseur dynamique du sysiéme dans
R* est un couple (@ = 0). Donc:

5= (.d_d_) = Mq(forces extérieures)
& ) .

(b) Le moment en G des forces d'inertie d’entrainement est nul
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3. Théoréme de la puissance cinétique
(a) Ona:

[1:¢
I = Pezt + Pint + Pinertie

olt P,z est la puissance totale des forces extérieures, Pjn: est la puissance totale des forces inté-
rieures et Pinertic est la puissance totale des forces d'inertie d'entrainement (les forces de Coriolis
ne travaillent pas).
On a : Pine = [[[ 5 df ins(P).7p relativement & un référentiel R et Pl = [[[ g &f int(P).7p relati-
vement & un référentiel R’
avec Tp = Tp + #(P € R'/R) = ¥ + #(0’ € R'/R) + S{(R'/R) A O'P, on obtient :

Pint = Pine + 50’ € R/R). ([f  Fimt(P)) + UR/R). (JI] sOP A Foms(P))

or fffsd @ ine(P) =0 et Iffs OPAG ine (P) = 0 puisque le torseur des forces intérieures est nul;
donc Pins = P},

®

=

[La puissance des forces intérieures est invariante par changement de référentie]]

—_
2]
<2

Relativement au référentiel barycentrique R* du systéme, on a :

mertu f f f ) 7m=rtu 'U P

avec Ef’mertu(})) = -—dm(P)ﬂG on obtient Pinertie =

~Gg- f[[ s Tpdm(P) = =0

| Lapuissance des forces d’inertie est donc nulle dans le référentiel barycentrique du systéme |

{d) O étant un point quelconque li¢ au solide et §} le vecteur rotation du solide dans le référentiel

d’etude, on a :
). (fo+8n0D ) (117 @ P)) 0+88. (J1 s OP A @)

?szfsg(}; ip = ffs_f
Or [[f 57 R (résultante des forces) et [ff 5(_)73/\?

des forces)
Donc P est le comoment du torseur associé au champ de forces et du torseur cinématique du solide :

P =Rig+ Mg.Q

5.2 Le probléme & deux corps & symétrie matérielle sphérique

= My (moment résultant en O

1. C est le barycentre de T(mr) et de L(m);ona:

[?_—A—ﬁetfc‘_ E‘]

mr+m mT+mL

2 En adaptant la relation (3), on obtient :

(a) ma(P/Ry) = F+mhpyr(P) +mCs(P) o8 Arys(P) = Er(P)+k.(P) et Os(P) = hs(P)—Fs(C)
Dans I'hypothése o on néglige les effets gravitationnels différentiels produits par le Soleil, on ob-
tient :

|ma(p/Rz) = F+ ﬁET(P) +mh(P)

La relation fondamentale de la dynamique s'écrit dans R}, comme dans un référentiel galiléen 4
condition de ne considérer que les seules actions de la Terre et de la Lune comme forces d'ori-
gine gravitationnelle. R se comporte donc comme un référentiel pseudo-galiléen ce qui revient
considérer le systéme particule-Terre-Lune isolé.

3. Les mouvements de T et de L dans R, sont donc définis par les équations :

mra(T/Ry) = mphy(T) et mpa(L/RE) = mhr(L)
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_—_m - _m 3 3 :
(2) AvecCT = k—TL et CL = mﬁ:ﬁ, ces deux relations s’écrivent sous la forme commune :

wmy [ & Y
ey ( dTZ‘Z)R_ =mphp(L)
C

C’est I’équation du mouvement dans Rg d’une particuie située au point M tel que CM = TT = 7

—-‘-ﬁmLL, soumise 4 la force exercée

(vecteur position relative de L par rapport & T), de masse p = ""’; =%
par la Terre sur la Lune.

Les relations 07 = —;T%};Z"F’ et CL = T3 T montrent que les mouvements des points T et
L se déduisent par homothétie de celui de cette particule réduite.

U™, on obtient :

myr+my, mrtmy

Korvicat = 3mr (33)° + dmy (57) = L (%) f

K3, irar S'identifie 2 Pénergie cinétique barycentrique de la particule reduite.

mr+my,

. De méme ;

]&;,,,‘.m, =CT Amrig + CLAm, 3} =7A po*

- Gorbizas M€ dépend pas du point oit on le calcule car la résultante du torseur cinétique du systéme des

deux points, & savoir la quantité de mouvement totale est nulle dans R,

- Eléments cinétiques du systéme Terre-Lune

(a) K* = K*(Terre) + K*(Lune)
d’aprés les résultats précédents,
K*(Terre) = mr (37)° + 37702 et K=(Lune) = am (77)% + 1002
done K = Zmr (37)2 + Imy (57)% + TG+ 30002 = K2y K pre = 30T + 3002 +
102
Finalement :

|5 = Kossaa+ Kyrpre = 30"V 4 30268+ 008

—
=5
~

D’aprés les résultats précédents,

G" =53 =Gy (Terre) + G¢(Lune)

et comme 'axe (T, ﬁvp) est un axe de symétrie matérielle, Gc(Terre) = CT A mrTp + Jrilp

de méme G5 (Lune) = CL A my 7+ J.07

donc &* = CT Amz 3+ OL Amy7 + Joilp + T = + 0 propre = PAUT® + Jrilp + (7

E= Tortital + Tpropre = FA pi™ + Jril7 + -]L(TLT]

8. F(Terre — Lune) = mphr(L) = %uﬁ‘ =~V (Ep) on Ep = —Cmamy,

Ep=— Gmemy,
dL

9. * En appliquant le théoréme du moment cinétique & la Terre dans son référentie] barycentrigue Ry, on

obtient :

d(Jr 3T 5
(—L—;!—'-)-) L= M (forces exercées par la Lune) = T car la Terre et la Lune possédent la symétrie

sphérique (on associe les contributions des points symétriques par rapport a 'axe TL)
soit Jp (%I) =Jr (f‘-‘%—i) =0= (%E) =7
h Ry Rz Rz
En appliquant le théoréme du moment cinétique & la Lune dans son référentiel barycentrique R}, on
obtient de méme :

10.

11.

12

13.

SRR T TR
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(o]

(%)~

l (TT et !TL. sont des vecteurs constants dans Ig'

Foropre = JT807 + J.L0; est donc constant dans Ry,
* En appliquant le théoréme du moment cinétique au systéme Terre-Lune dans son référentiel barycen-

trique RZ, on obtient :

. d(5" 5" 5 = o
(L‘; ) = ( ”"“'“:;” ropre ) = ( LT 5 ) = Mc(forces extérieures au systame Terre-Lune)
RZ, A= R
c

=T caronavu plus haut que le systéme Terre-Lune se comporte comme un systéme isolé dans Rg;
donc

'i;’“‘“‘ =7 A u¥™ est un vecteur constant dans R(‘?,

* En appliquant le théoréme de la puissance cinétique au systiéme Terre-Lune dans RE,, on obtient :
S = Peai + Pipi = Pr = ~92= (le systeme Terre-Lune se comporte comme un systéme isolé dans
Rz)
donc K* + Ep = E* est une constante du mouvement .

LL’énergie totale E” est une constante du mouvementl

Gorbital = ¥ A p7* &tant un vecteur constant dans R, 7 et #* restent constamment orthogonawx & un
vecteur donné (défini par les conditions initiales) ; la particule réduite a done un mouvement plan

limouvement relatif orbital est pla?'

Période du mouvement relatif circulaire

{a) La trajectoire de la particule réduite est un cercle de rayon TL = dr; la RFD appliquée & cette
particule réduite dans RE donme : pu?d; = G—”;Eﬂk; la vitesse angulaire du mouvement orbital
L
relatif est constante :

(b) On trouve numériquement :

Th= —25 2 27,2 jours 3olm‘res'

’Elune présente toujours la méme face & la Terre

g 7—'/\;!17'+JTQ_:(:+JLQ—L. = (pwd% + JrQr + JLQL) = (meL\/m%nT) +Jrdr + JLW) z

Or, en supposant que la Terre et la Lune sont homogeénes, on a Jp = %mrr% et Jp = 2myr2

0 = @ donc

2
Jyw m T w -5
donc _L—J’I‘QT' e —h_r —hl_ o = 3,4.10

Le moment cinétique propre de la Lune est donc parfaitement négligeable devant celui de la Terre ;ona
donc, avec une excellente approximation :

&= (mr’mq / (THTTLmL_) + JTQT) 7’ (7)

- 12
YHT = (T + R+ L0t = $EBEmL 4 LIr02 4 17,02
En négligeant I’énergie cinétique propre de la Lune devant celle de la Terre, on obtient, avec une excellente
approximation :

®)

&
E*=K*+Ep= _%\Gn;q;m[, + iJT%
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5.3 Effets séculaires de synchronisation des phénomenes dissipatifs de marée

1. Le fluide est entrains par la contrainte de cisaillement exercée au fond par la partie solide de la Terre en

raison de la viscosité du fluide (celui-ci "adhere” 4 la paroi solide)
2. Considérons pour ce caleul que la Terre et la Lune Ppossédent la symétrie sphérique.

Le moment résultant des forces qu'exerce la Lune sur la partie de la Terre 4 symétrie sphérique est nul
(on associe les contributions des points symétriques par rapport a 'axe TL). En revanche, les forces
F et B s’exercant sur les deux "bulbes” (grisés sur la figure ci-dessous) ont un moment résultant
non nul puisqu'elles ont des intensités légérement différentes. Le champ gravitationnel cré¢ par la Lune
étant toutefois quasi uniforme & Téchelle de la Terre, ces forces sont donc quasi équivalentes, pour
chacun de ces deux bulbes, 4 une force unique, la résultante appliquée & son centre d'inertie i.e sur

l'axe de la déformation €0 un point situé 4 une distance pratiquement égale a (@b~ rpet

a-bo Ahy =~ 54cm -cf. résultat de Ia question 2 de la sous-section 3.2); les effets de ces deux forces

F et Fj se contrarient mais ]

3. Les deux bourrelets ont mérme masse : 1o (frab? - inb) 2omrd (@~ b) = Zomr3Ah;_ o (resp.

b) est le demi-grand axe (resp. le demi-petit axe) de I'ellipsotde,

o m, 2 - Al 2 2
Donc Fj ~ G—"%-I%ALTW avec (LA4;)% ~ &} +13~2d; 1 cos o, done B~ %ﬂ;l% (
(€ unitaire), de la forme =R

i« &~ CmydonrZ Al 5 -
Dememerzﬁm';-‘%Tii‘M(l—2§fcosa)u=qu

L

1+2§fccsa)i

Le moment de F, par rapport & T est ﬂl A ff > —Firpsina? et celui de §2) Par rapport 4 T est

TZZ ANFy ~ Fyrrsina?

Le moment résultant par rapport & T des forces exercées par la Lune est dong : AT'T = TZI AR+ ﬂg A

o Gmydpura :
Fpo ST O i 905
L

3
AvecAhp o~ 3pomu (rr cf. résultat de la question 2 de Ia Sous-section 3.2), on obtient finalement :
24 mye \d,

— _ B m}
Mr = — - sin20% avec B~ 21GorB. ML
& P"TmT

4. On trouve numériquement B 10%9ST; avec Bsin2q ~ 1,35.10851, on obtient -

Remarque 8 Un caleul plus Précis prenant en compte le champ de marée (calcul de M7 = S 2, TPA

a(P)pdT(P)) donne o ~ 6, 5°
5. Solution séculaire

(2) La solution exacte de Téquation différentielle est :

X =Xoexp[e (wt +sinwt))]°

dax
E =<f >mouvement non perturbé
sec

(b) Appliquons le relation (10) :

9

(10)

B ——— ]
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S

Dans le mouvement non perturbé, X = constante; donc < ew X (1+ coswt) >mouvement non perturbé=
ewX

Par conséquent, (%)sec = ewX donc :

Ksee = Xp exp (Eut)

(c) Aux temps * longs” (wt >> 1), la solution exacte tend vers Ja solution séculaire; celle-ci *gomme”
les variations "rapides” de la solution exacte,

6. * Appliquons le théoréme du moment cinétique au bourrelet dans son référentiel barycentrique Ry.:

0= Mr(Lune — bourrelet) + Mr(Terre — bourrelet) car la masse du bourrelet est négligée
autrement dit, le bourrelet "transmet les efforts” :Mr(bourrelet — Terre) = Mr(Lune — bourrelet) =
Mz

* Appliquons le théoréme dy moment cinétique 4 la partie solide de la Terre dans son référentiel bary-
centrique Ry :

e - ~ o) B - d(Jr 6
(@d) = Mr(bourrelet - Terre) + Mz(Lune — Terre) = My + 0 = Mg = (—(J—;—Tl)
Ry

Rz

d (Jrﬁr)
@

Ay

* Appliquons le théoréme du moment cinétique au systéme Terre-Lune dans son référentiel barycentrique
C
( "%) = 0 puisque le systéme Terre-Lune peut-&tre considéré comme isolé dans RZ; donc :
R :

d(j7ﬁ7+5;rbi:al!
dt

s g (Eﬁm)ae

(Fa) 3,
& )

On constate donc que le phénomene de marée couple le mouvement de rotation propre de la Terre et le
mouvement relatif orbital Terre-Lune

* Appliguons le théoréme de Ja puissance cinétique 4 la Terre (¥ compris le bourrelet) dans son référentiel
barycentrique R}, ; '

‘% ( %JTQ%) = Pint + Pomt avec Py = Pais (puissance totale des forces de frottement & I'interface
bourrelet-partie solide)

et Pezt = P(Lune — partie solide sphérique) + P(Lune — bourrelet) =0 + M. Dong ;

d
dat

1 ¥
(5.]79%) = Pais + Mp.&

En multipliant scalairement par ﬁT le théoréme du moment cinétique appliqué a la Terre, on obtient :

d (1 - =
d—t (EJTQ%) =MT.QT

* Appliquons le théoréme de la puissance cinétique au systime Terre-Lune dans son référentiel barycen-
trique R, :

On en déduit :
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dK _
. P{nt_{—".)ézt avec Pl = Puis+ P(Terre « Lune) =Py, ~2E2 ot P!, = (le systéme Terre-Lune
peut-étre considéré comme isolé dans RZ); done :

E_ d(K'+Ep)
dt dt

= Pd,‘, = ./CfT. (QT —L.J)'

7. Au sens des évolutions séculaires -

(2) En utilisant les résultats de la question précédente et en appliquant la procédure perturbative, on
obtient : ,

dar = fa5e . - d(srfir) 3
da” - 88 5rhitar . T
( rr ) o, ( pry )sec == My Bauvemsit non perturhé, ( r7 =< Mg >mouvement non pt
sec

4" e FRA A —
( di )sec G (MT (QT — “J))muuvemenl non perturbé

Or dans le mouvement non perturbé, on a vu que @ = w7 = v/ E(’%t'&)g’ Or = QrZ, dy et
L

A = F— _B - -
donc Mr = Mqps = —# sin2aZ sont constants, donc < M Sicavmeivss perturbe= Mq =
—5[ sin2aZ (cf. relation 9) et

< MT. (QT = Q) > mouvement non perturbée™= MT» ﬁT -d

En supposant qu'en moyenue & une échelle de temps grande devant la période du mouvement non
per‘turbé L'orbite relative reste circulaire, on peut utiliser les expressions (7) et (8) de &” et E*; on
obtient donc, au sens des évolutions séculaires :

* relativement an moment cinétique et en projection sur 7 :

do” _ d ()
&= @\ [ e ) +JrQr) = dit mymy, —me_"d +4 JTQr) = D soit encore
(m7+mz) at

d Gd,
a (meL Grr+mz)

- EB;;: sin 2 = ) et finalement :

(d(dL)) =2Bsin2a\/m4—l}
@ J. mrmg VG XL

* relativement & I'énergie totale
4E” _d( 16 =
% = & (49 + 1r0) = £ (~49m) + 00 0r 200 < My — At

aprés simplification (QTJTﬂg%Z = MzrQr), on obtient
d (_ 1Gmzm,

F G ) = —-Mqw = {.’i—sinZa, /ﬂ’"ﬁ:}"ﬂ') soit finalement la méme équation en dp. Les

équations du mouvement séculaire sont donc bien compatibles avec une orbite relative qui évolue
lentement en restant circulaire

La loi d’évolution séculaire de cette orbite est donc :

(d(d[,) _ 2Bsin2a [(mT+mL)d_L21
dt m— TI’LTmL G L

Avec B =1,35.10%81, on trouve (5’—(“:7"2) ~1,13.10"%m.57! ~ 3,6 cm/an
sec

(b)

(c)

Ea Lune séloigne donc lentement de Ia Terre 4 raison de 3,6cm par an

ce qui est en accord avec les mesures

_ G(mr+m s o Y .
Comme w = \ /—(ﬁ{—-'“l, la croissance de d; entraine une diminution de w

lEvitesse angulaire w du mouvement orbital relatif décrm

(d)

Orn a montré plus haut les relations suivantes :

% = Pdis.= Ma. (ﬁT - 4-7) et (@2)36 = Mr = JF (%I)RZ'

0

(8

—

=
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on en déduit :

dE* as
— =JT(QT—W)‘TtT =Pdis

~ (11)

Les phénoménes dissipatifs font décroitre I’énergie totale E* du systéme Terre-Lune (P, < 0);
comme Qr > w, dfiy < 0

LLa vitesse angulaire {0 de rotation propre de la Terre décroﬂ

ce qui est conforme avec Veffet de freinage mis qualitativement en évidence plus haut.
Au "point final” de cette évolution séculaire, d;, ne varie plus; d’aprés les résultats des questions
précédentes, on obtient donc (les grandeurs dans P'état final sont indicées par f):

G!m;'}-ml,l

wy = constante =
Ly

(5‘%%)) =0=a;=0= Mz, =0=Qr= constante = Qr, et Pusy, = 0
sec

D’autre part, la dissipation trouvant son origine dans la différence entre w et Qr, il est clair que
dans D'état final oi la dissipation d’énergie a disparu, on a w 5 = Qr,. Dans le modéle utilisé, le
glissement relatif entre le "solide” océan et la partie solide de la Terre a disparu (en réalité les
contraintes visqueuses ne travaillent plus). )

Le "point” final de I'évolution du systdme Terre-Lune est caracténsé par la synchronisation du
mouvement de rotation propre de la Terre sur le mouvement orbital relatif (wy = Q).

L’axe du double bourrelet océanique est alors confondu avec la direction Terre-Lune (af =D0);
les contraintes visqueuses ne travaillent plus; la dissipation d’énergie a disparu.

Par conservation du moment cinétique total, on a d’aprés la relation UE

7
mymy, =l 1+ JrQr = mrmi| gy + Il

soit, en négligeant Qr, devant Oy :

Z
Gd o s
mrmyy [y + JrQr = mamy, / [

avec Jr ~ 2mzr2, on obtient :
§mrTT

2
dr, 22 [(mr+mL)
I_(1+5mb TQT ~ 1,56
3 . G(imr+m, 5 =
Puis, avec w = , /J—ﬁ—)—, on obtient :
Q dp \#
s I T P 0,515
w w dLl -
Le jour solaire de I’état final sera :
2r 27,322

T = Q_T,— ~ 0815 =~ 53 jours solaires actuels

N.B : 27, est bien négligeable devant 2 puisque 1, /Qr ~ 0,019
En injectant la valeur de Qr, trouvée précédemment dans la relation de conservation du moment
cinétique et ainsi de suite, on obtient les chiffres significatifs stables suivants aprés deux itérations :

&t 1,545
L
% =2 05206t Ty = 2 = 52,49 jours actuels

25
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(1) Le mouvement de rotation propre de la Lune est actuellement synchronisé sur le mouvement orbital
relatif (2, = w); on peut penser que cest I'aboutissement d’un mécanisme désormais achevé de
synchronisation comme celui que nous venons d’étudier; or il est clair que ce mécanisme est d’autant
plus efficace (donc plus rapide) que la puissance dissipée est grande. La puissance dissipée par petite
déformation d*un corps solide étant faible, il est légitime de soupgonner que la rapidité du phénomene
de synchronisation est au moins en partie imputable au caractére visqueux d’une partie de la Lune

en mouvement relatif par effet de marée par rapport 2 sa partie solide (dissipation par travail de
contraintes visqueuses). ; -
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PARTIE B :
ONDES DE SURFACE LIBRE D'UN LIQUIDE

1 Analyse dimensionnelle de la compétition entre les effets de gra-
vité et de capillarité

1.1 On ne prend en compte que les effets de pesanteur (on néglige les effets de
tension superficielle)

PieFPo=FR . -
W }:?PB..PA+,L49H>PA

L’eau va donc se déplacer de B vers A
Le creux devient bosse et la bosse devient creux.... il y a propagation de I'onde de gravité
2. Les paramétres pertinents du probléme sont g, A et u; on a donc
ey = ag®Xoud (12)
[Cv] =LT!
[gaAb#d] = (LT-2)° 1 (ML“‘)" = [e+b-3dp~2a prd

Par conséquent, on obtient :

}=>a= =%etd=0

3. Qualitativement, dans 1'équation du mouvement F= md, la masse intervient dans les deux membres de
l’equation (F = mg) et s'élimine; par conséquent x n’intervient pas.

1.2  On ne prend en compte que les effets de tension superficielle (on néglige les
effets de pesanteur)

1. D’aprés la relation de Laplace :

P-P=-— (13)

2

R
o~ Po= gl =
Pc—PFy= —E(’Ej
Pg=PF¢

L'eau va donc se déplacer de B vers 4; le mécanisme de capillarité agit dans le méme sens que la gravité

Le creux devient bosse et la bosse devient creux.... il y a propagation de I'onde de capillarité

} = Pp=Ps~ 2505 > Pacar R(C) = [(%—a:f) (C')]-1 <0

2. Les paramétres pertinents sont y, A et 7; donc ¢g = a',u.“’)\""yd'; en remarquant que 7 est homogéne a
une force par unité de longueur, on a :
les] = LT!
[ua’ 3 ,),i'] =M L-s)ﬂ' ¥ MT"Z)d' = Mo+ [~3a'+b p-2d
Par conséquent, on obtient :

e B 1 1
}:ﬂ’—b’——i Etd'—i

s

Cs=a ﬁ

1.3 Longueur capillaire ; nombre de Bond

1. (a) l¢ est I'unique grandeur homogéne 4 une distance que 'on puisse définir 4 partir des grandeurs v, 1
et g. En effet : g

AT
b

lo=7"u"g" = [lc]=L= (MT'2)°" (ML‘:’)b” (LT‘2)CH ; on trouve :




e
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(b) Dans le cas de 1'eau, on calcule :

2 R(C) = [(%%) )]
En termes d’ordres de grandeur (odg),ona: R(C) ~ — [(le%;] = , Soit :

w3

(Le facteur 2 est non significatif en termes d'odg et n'est pas pris en compte)

(2) En négligeant les phénoménes de capillarité, on a, en termes d’ordres de grandeur :
(Ps — Paly ~ ugH
En négligeant la gravité, on a, en termes d'ordres de grandeur :
2y Y 1H
Pg—Pple=—-1_ o 21
[ B A]S R(C) _ [ %2 J A2

(Le facteur 2 est non significatif en termes d’odg et n’est pas pris en compte)
On remarque donc que :

Pg— P4, pugh? A\
—_—r L () = 1
Po=Pals ~ y_ ~\ig) "B =

On a vu que la surpression Py — Py constitue le "moteur” du phénomeéne de rappel assurant la
propagation de 1'onde;; le nombre de Bond, rapport des surpressions grave et capillaire, mesure donc
la "balance” entre les effets de volume (gravité) et de surface (capillarité).

* Onde de gravité :

Lorsque By > 1 soit A > lc, Ponde est controlée par la gravité (les effets de tension

superficielle sont négligeables) ; la célérité de Ponde est alors ¢ & cy

* Onde de capillarité -

Lorsque By < 1 soit A < Ig, I'onde est contrélée par la capillarité (les effets de gravité

sont négligeables) ; la célérité de 'onde est alors ¢ ~ cs

* Onde de gravité :

(b

~

Lorsque By > 1 soit A 3> g, on vérifie que &~ "—‘-‘f;\—? ~&>1
* Onde de capillarité ;

Lorsque By < 1 soit X K g, on vérifie que i !/"—‘5_%3 ~%<<1

(c)

2 Equations générales des ondes linéaires
2.1 Généralités
1. Approximation hydrodynamique

(a) Cette approximation consiste & traiter le fluide comme un milieu continu

L’échelle mésoscopique est intermédiaire entre les échelles microscopique et macroscopique. Les

grandeurs locales de la mécanique des ‘milieux continus sont nivelées i.e moyennées spatialement sur

un petit élément de volume entourant le point considéré; cet élément de volume est petit 4 notre
échelle {mesure locale) mais grand 4 I'échelle des molécules (typiquement (10nm)®).

(b) Un milieu peut étre considéré comme continu si le libre parcours moyen ! des particules qui le

constituent est petit devant la taille caractéristique L de ce milieu, i.e si le nombre de Knudsen —1’:
est petit devant 1.
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2. Dérivées lagrangienne et eulérienne :
(a) ‘En variables d'Euler, on considére I'évolution de la grandeur phy_sique engzr zc:l:llt cc‘i;rrl:z 3et ele;agsace H
i rticules passant au point consi 3
cette grandeur concerne les différentes pa ) : pe
En vafirables de Lagrange, on considére I'évolution de la grandeur physique d’une particule matérielle
déterminée qu’on suit dans son mouvement.

(b) 8E(M,t) = dérivée eulérienne de G = Alir_ﬂ'o( Bt )

~

i < [ G(M 1D -G(M,E )
B9 (M, 1) = dérivée lagrangienne de G = lim ( .

ot M’ est la position & l'instant ¢ + At de la particule se trouvant en M & l’in:tant tA
- : A o A
Ona M’'(z+ Az,y + Ay, z + Az) et M(z,y,2) avec 5(M,t) = lim (—Af:z + 7+ —mz)

At—0
G Az 0GAy  6GAz
: GM' t+B)-G(M 1)\ _ 8G 4 |
donc Alimﬂ (G ~ t+'x - ) 3 +AL:E~10

9z At oy Bt Bz At

vz 88+, 58 +v. 58

Finalement :

D6 00, L2 1 n 2 0B B (59)

Dt _E+vxa+v,,5—y+v=5;— at

3. Soit M(t) la masse de la matiére contenue & linstant ¢ dans un volume V limité par une surface de

contrdle S fixe (systéme ouvert). .
La masse d’un systéme fermé étant conservative, on a :

dM A 6Mcn|lnnl par convection
at dt

8t = & [1f, i = [If, dr sl
e:tla md:sse eztra.nt dans V pendant dt par un élément de surface dS est udty.dS. ou dS, est le vecteur
élément de surface entrant (dirigé vers l'intérieur); donc : -

: o oylcy 218 (on dS est ” dskien” i.e dirigé vers l'extérieur)
IMorssant por comvestion. - [ 17,45, = — [[; p5.dS (ou d§ est "ostrogradskien’ &
soit %"_‘Eﬁ_ﬁw =~ [f[, div(u?).dr

On a donc & toute échelle de volume V : [ff,, 2dr = — [[[,, div(u?).dr
Par conséquent :

o io(ud) = 0= £ + p.divi + 17.6/1
— +div(pv) =0 p.divy

8, iV u=2+7¥
ot Dg_#tﬁ_}.(vlv)u_ 2 TU.Vu

Finalement :

%‘ +pdivT=0 (15)

2.2 Equation du mouvement

1. L’équation d’Euler est le théoréme de la résultante dynamique 1“a-llpplfiqué é‘uéxie tpmic:;etﬂl:d:ddi?:s 1;:
o ' i jel d’é t galiléen ; les seules forces & distance son
conditions de Iénoncé; le référentiel d’étude est g 2 s ; : bl
‘ I'écoulement est parfait (la viscosité
teur ; les forces de contact sont les forces de pression puisque s f :
Sesi;laiﬂement 7 est pulle) et incompressible (la deuxiéme viscosité de volume ¢ n’mtermen.t Pas puisque
dfv(% = 0). On sait que les forces de pression équivalent & une distribution de forces de densité volumique

_gmfi)P. On a donc :

== P27 197 (55 5l = w5 — radp (16)
W:pﬁ-—u[&+(v‘V)v} 4G — gra
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2. Au cours d’une période T d’oscillation des particules dans I’onde, ces particules parcourent une distance

de I'ordre de a: P'ordre de grandeur de la vitesse de leur mouvernent est done V' ~ % ; d'autre part
Péchelle spatiale caractéristique de variation de cette vitesse dans T'onde est A = ¢T. Donc :

3%~ ¥ ot ]|(5:9) 7 ~ % done H%B__‘jﬁﬂl ~Y gl
A cet ordre d'approximation, 'équation d'Buler s'écrit dones .

ov

Mo = pf — gradP
(7
4. Incompressibilité de I'écoulement

(a) En considérant en termes d’ordre de-grandeur I'équation d'Euler linéarisée (selon la direction de
Propagation de I'onde), on obtient :

,u% ~ % soit
(b) (18) = & + 5.Vp + pdivi =0

En exploitant la relation :

AP=¢ Ap (17)
on a, en termes d’ordres de grandeur :

Bul  Au  edp , cAP vV &2
azl"'r“’ X ""!‘acm’“&rr
2

aon.

5~ YA VAP v 2 v
O] S LOE iy 2 Y

|u.divii] ~ y%

5. 8
V& o€ o) = ZVE ~Ygre Bl L 2 ooy
i e | divi] C
donc (15) se simplifie en :

[V<c<tm) S divo—00 écoulement incompressible |

L'équation (15) donne alors TD,% =0
La masse volumique de toutes les

particules fluides se conservent donc sur leurs trajectoires; le
fluide étant initialement homogene,

la masse volumique est initialement uniforme et donc le reste.

Iiest donc une constante indépendante de M et de t

(c) L'incompressibilité d’un fuide non confiné tient 4 la tendance des molécules a se partager l'espace
disponible ; si une action vient localement contrarier cette tendance, les molécules s'en informent de
proche en proche, et cela avec une vitesse Cson ; PAr Suite, si la célérité du son est trés grande devant
les vitesses caractéristiques V et ¢ de T'écoulement considéré, on peut considérer que I'ensemble des

molécules réagissent instantanément & cette action et donc que le fluide ne révele Pas son caractére
compressible dans ces conditions.

(d)

lDans Veau : ¢,on 2 1400m.s~! '

5. En général, les inconnues sont 7, P et u (5 inconnues scalaires) et les relations mécaniques (15) et (16)
fournissent 4 relations scalaires; il faut donc ajouter une hypothése thermodynamique pour résoudre le

probléme (prise en compte des éventuels transferts entre les formes macroscopiques de I'énergie et ses

formes microscopiques).

Dans le cas d'un écoulement parfait incom

nombre d’inconnues scalaires; les relations

le probléme; cela traduit le découplage ent

pressible, 1 restant constant est connu ce qui réduit 4 4 le

mécaniques (15) et (16) permettent 4 elles-seules de résoudre
re les variables mécaniques et thermiques.
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6. Avec u = constante et § = —grad (gz) , 'équation d’Euler linéarisée s’écrit :

85 — (P ) -
—+grad| —+gz) =0
5 +o ( i
y G
En prenant le rotationnel de la relation précédente, on obtient "(T)' =0 e
7ot 7 est donc indépendant de ¢, donc égal 4 sa valeur moyenne temporelle (ra 7 )

Donc 7ot " = (7ot 7) = 70t (7) = 0 (dans un tel mouvement vibratoire périodique la valeur moyenne
temporelle de la vitesse est nulle)

T -
IL’ écoulement est donc irrotationnel & cet ordre d'approzimation (Fot T = 0 )l

7. Donc 3p tel que ¥ = graa;p

Avec div? = 0, on obtient :

| (18)
L’équation d’Euler s’écrit alors :

agg’:a‘°1+gr—a?i(§+gl)=6=M(%$+’5+92) donc :

P
%t‘e'l‘;'*'gz:f(t) ] {19)
£(t) étant une fonction du temps

2.3 Conditions aux limites cinématiques

1. L'¢coulement étant parfait (viscosité négligée), les c.a.l cinématiques expriment la conservation de la

composante de la vitesse normale & tout interface; le mouvement relatif pa.rticx.ﬂe de l’inteﬁue{ ?ntergace
est donc purement tangentiel & 'interface ; autrement dit les particules fluide glissent le long de I'interface
sans la traverser ; par conséquent :

[ Une particule fluide de la surface libre reste constamment sur cette surface |

2. Si une particule vérifie z = £ 4 un instant ¢, elle le vérifie ultérieurement ; donc :

= (2= = (2 20)
| (W)(==e) - (m)(z_—_e) (Dt) (=€) | (
De méme, si une particule vérifie z = 29 4 un instant ¢, elle le vérifie ultérieurement ; donc :
:;
z — (D= 21
[ (w)(,=20) = %Z)(;:;ﬂ) = ( Dt )(z:zn) | (21)

3. (a) * Le fond fixe vérifie z = 0; on a donc £ = 0 et la relation (20) s’écrit :
(w](z=0) =0

Avec T (M € fluide) = gradsp, on obtient :

[?] L (22)

* La surface libre vérifie z = zp(z, t); la relation (21) s'écrit :
=(2 =8y (7. )

[w](z=zn) - (ﬁ)(z::o) - 8t + (’U VZO (2=20)

avec 7 = uZ + vf + wZ et V2o = %5:5, on obtient :

320 an
[)ema) = 3¢ + Wammy 3
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Avec 7 (M € fluide) = graaq:, on obtient :

[3_9"] _ 0, (%) 9z
O2liomey 08 " \B2) (s Bz

(b) Les particules fluides glissent le long de la surface libre; autrement dit, la vitesse verticale w d’une
particule est clairement la somme de la vitesse verticale de la surface Libre (a savoir %‘t“) et dela
composante verticale de la vitesse de glissement (& savoir (1),—., tana ol a est 1'angle que fait la

8 3
tana = (Ef)z - &z

tangente & la surface libre avec 'axe Oz = tana = %’zﬂ et (“)==za

23

{c) Aveca< A, ona, enodg:

8z _ H
P-4 A3
it T

2 a H_ aH =>a<<,\=>(§2'§fﬂ<<a—’ﬂ)
%)y B~ VE~ 84 } ( %)y 22| < 12
et Ja condition aux limites sur la surface libre s'écrit, & cet ordre d’approximation :
[qu] _ 820
0zf(, .y O

4. La relation (19) poin‘tée sur la surface libre donne :
a‘P) P (z=zo)
- + 2t gz = FE
( Bl K B
D’aprés la relation de Laplace (13) :

‘ i}
P(2==u)=PO_ EZZE

donc : (%?) + %1 - ﬁ-a:’ + 920 = f(t), ce qui donne, par dérivation par rapport au temps :
z=zp

62‘:" v 8z Oz ;
(38)._. ~ ios o =10
-

en injectant la condition aux limites sur la surface libre : ‘Hi;; = _;nais g = 8%’! {( %f) ] _ (aaa 3 )
£=zq z=zp

la condition aux limites portant sur ¢ sur la surface libre s'écrit done :

Pe v By o7 S
[-a? - ;6:5257' + gg] (z=2p) - f (t)

Avec H & h, zg est assimilable & h et on obtient & I’ordre un :

Pp v BPp Oy N
{?}ﬁ T woder Ve, =T (23)

3 Relation de dispersion et mise en évidence des cas limites

3.1 Relation de dispersion

1. * Le milieu est illimité dans la direction Z; il est donc "naturel” de chercher des solutions présentant un
caractére progressif en z assuré par le couplage spatio-temporel entre z et ¢; 4 2z fixg, le potentiel réel
candidat est du type A cos{wt — kz).

* Le milieu est limité dans la direction 7 ; il est donc "naturel” de chercher des solutions présentant un
caractére stationnaire en z assuré par le découplage spatio-temporel entre z et ¢; 4 z fixé, le potentiel
réel candidat est & variables séparées du type U(z) cos(wt + ).

OPTION PHYSIQUE ' 33

2. o satisfait & Péquation de Laplace (18) ainsi qu'sux conditions aux limites (22) et (23).
On cherche des solutions de la forme :

‘)0(11 z:t) = \I’(Z) exp [i (“)t - kz)} (24)

* (18) domne : 222 + £¢ = 0 soit —k?¥ + £¥ = 0 soit ¥(z) = Ach (kz) + Bsh (k2)
*(22) = (), ,=0=>B=0 ,

o - (e
* (23)= [~w?Ach (kh) + FAK*sh(kh) + oAksh(kh)] expli (wt ~ k2) = £/t
Cette derniére relation doit étre vérifiée Vz et Vi
=>u2=(gk+gk3)th(kh)etf'=o ey
Finalement, f est une constante et la relation de dispersion s’écrit :

w=[gk [1 ¥ (ktc)’-] th (k) 2

ot le = T estla "longueur capillaire”
V 1o

3.2 Cas des ondes de gravité (vagues).

1. Vitesse de phase 3
(a) Les effets de gravité dominent lorsque (kl;)” <« 1ie A > o

I;ndes de gravité <> A > l£|

A kic)?

(b) /1+ (klc)? ~ 1+ L) . = :
En pratique, avec l¢ =~ 2, 7mm, si on tolére une erreur maximale de 1%, il faut 1——L2 < 0,01, soif
A>12cm

| Le domaine des ondes de gravité est defini par A > 12cm |

(c) dans ce domaine, la relation de dispersion s'écrit :

w= \/gktl;s (kh)

A
=2 = [g~th (kh
o= =\ [Sth(kh) = \[a5-th (kh)
2. Ondes de gravité en eau profonde

(2) En eau profonde (kh > 1), th(kh) = 1et

et la vitesse de phase :

A
ey lo5-

i i ! -secti alyse dimen-
On retrouve bien I’expression ¢y obtenue 4 la question 1 de la sous-section 1.1 par analy

sionnelle. :
On remarque que la célérité est controlée par la Jongueur d'onde

(b) En pratique, /th(kh) est assimilable 4 1 & mieux que 1% prés pour kh > 2,3 soit i > 0,42

!Le domaine des ondes de gravité en eau profonde est défini par 12em < A <2,5h = h > 4, Sr:m|

-
La vitesse de phase dépendant de la longueur d’onde, le milieu est dispersif; il présente une dispersion
normale puisque la célérité est une fonction croissante de la longueur d’onde (les grandes longueurs

d’onde se propagent plus vite que les courtes).
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3. En eau peu profonde (kh < 1), th (kh) ~ kh et : :
) o e~ \Jgh g
La vi i i 4, Dans |'approximation en eau profonde (y/th(kh) ~ 1), réalisée & mieux que 1% prés lorsque h > 0,4,
2 ‘:tesse de phase est indépendante de la longueur d’onde; le milieu n'est donc pas dispersif mais on ? la ;;latiopr, 225) s'écrit : y e e :
~ peut remarquer que la vitesse de phase dépend de la profondeur de la nappe d’eau. ' )

En pratique, 1/th (kh) ~ /kh ~ &2 o /ER (1 — G . b
? = 3~ - est assimilable & vkA & mi = 2
pour kh < 0,25 soit & < 0,04} (1-4¥) & mieux que 1% pres w= gk [1+ (o)

célérité des ondes de gravité en eau peu profonde : Pk
¢=/gh (pas de dispersicn) g

1a profondeur contréle la célérite } TV [l s (16)2]
Le domaine des ondes de gravité en eau peu profonde est défini par A > 12cm et A > 25h . ‘

3.3 Cas des ondes de capillarité (rideé). ; [ ¢ passe par un minimum lorsque 1 = k (lc)? (somme de deux termes de produit constant)’

" 1. Vitesse de phase

4 %y 1
¢ passe par un minimum pour k = o
C

(2) Les effets de capillarité dominent lorsque (klc)2 >lied<ic

(ondes de capillarité ¢ A < Ic | 4 Ondes créées 4 la surface de ’eau (en eau profonde) par la chute
d’un objet
(b) Vl‘i‘(klc)Q:lclc 14—ty ~ ki (1 1 P
vV > kic {1+ 577 ) est assimilable & i
ke > 7,1 (ki) ( 2(klc) ) able & klg & miew que 1% prés pour 1. La chute d’un objet dans 'eau crée une perturbation dont le spectre a une extension [k;, k2] (ou [wy,wa))

liée & la masse de l'objet et & sa taille; les différentes composantes sinusoidales de cette perturbation
initiale se propagent indépendamment les unes des autres & des vitesses différentes puisque le milieu est
dispersif en eau profonde : les composantes de Fourier se détachent du paquet initial, les plus rapides
devangant les autres.

En pratique, avec Ig ~ 2, Tmm, il faut A < 2,4mm

[ Le domaine des ondes de capillarits est dehm par A < 2,4mm |

(¢) dans ce domaine, la relation de dispersion s’écrit, : Dans le cas de la chute d'une pierre, les ”grandes” longueurs d'onde dominent dans le spectre et le
: paquet d’ondes est principalement constitué d’ondes de gravité (A > 12cm) pour lesquelles la dispersion

g m ’ est normale; les plus grandes longueurs d’onde du spectre se propagent plus vite que les courtes, ce que

¢ mettent en évidence les trois clichés des figures 9, 10 et 11. Au fur et & mesure que le temps s'écoule,

subsistent dans le champ les composantes les moins rapides i.e de plus courtes longueurs d’onde.

2. Dans le cas de la figure 12 (chute d’un petit gravier), on peut penser que le spectre de la perturbation
initiale est principalement constitué d’ondes de capillarité (A < 2,4mm) ou d’ondes pour lesquelles la

w
=5V gklgth (kh) = ‘/E:!th (kh) capillarité pe saurait étre négligée. On observe effectivement un cas de dispersion anormale, les courtes
Ap longueurs d’onde se propageant plus vite que les grandes.

et la vitesse de phase :

2. Ondes capillaires en eau profonde

(a) En eau profonde (kh 3> 1), th (kh) ~ 1 et 5 La houle irrotationnelle de Stokes

5.1 Généralités

1. Considérons une petite perturbation de la surface libre plane, faisant apparaitre des ”petits” creux et des
"petites” bosses; la vitesse du vent est plus importante au niveau d'une bosse qu'au niveau d'un creux si
bien que la pression régnant au dessus d’une bosse est plus faible que celle régnant au dessus d'un creux
(d’apres le théoréme de Bernoulli) ce qui va dans le sens d’une amplification de la perturbation initiale.

2my

ey, f—=

Ap

On retrouve bien Pexpression cg obtenue plus haut par analyse dimensionnelle.
On note que la longueur d’onde controle Ja célérité

i 5 s . it 4
(b) En pratique, on a vu que y/2{kR) est assimilable & 1 & miew que 1% pres pour i > 0,4 2 22:1:?;1;:2: ll:l :e:;?:nd(els;a;iitzr:urwlra ,\su>r>fal:e libre :
IE domaine des ondes de capillarité en eau profonde est défini par A < 2, 4mm et ) < m Oy Pliiw)
== + =2l tgyy=f
¥ ( at )z:zn H

(¢) La vitesse de phase dépendant de la longueur d’ond il : S !
sion anormale puisque la célérité est ungeufon cti:)); ;é’:;;:slﬁ:eegz ts;;:rsxf; i ;:;ésegte une disper- ' solt, & l'ordre d’approximation considéré (H <« h) et en négligeant les effets de capillarité :
longueurs d’onde se propagent moins vite que les courtes). ngueur d'onde (les grandes B A
(3?) +—+gzn=f
=h H

3. En eau peu profonde, on a vu que +/th (kh) est assimilable & v/kk & mieux que 1% prés pour h < 0,04}

Le domaine des ondes de capillarité en eau éfini
peu profonde est donc défini A< 2,4 ; i i ‘ .
or & cette échelle de profondeur la viscosité ici négligée joue un réle imporx::t. L’e);plzsgo? ge?aot’:éll’ér:ifg AT T e ey AP %1 it

obtenue dans ce cas limite n'a donc pas beaucoup de sens! : or on avait montré (2) que f = constante que I'on peut déterminer en considérant la valeur moyenne de
la relation précédente, soit ’—;‘1 + gh = f, donc (sur C) zo = h — ¢ Ach(kh) exp [i (wi - kz)]
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En en prenant la partie réelle et en faisant apparaitre le creux H de la surface libre ( % = 2Ach(kh))
9 ’

on obtient :

Hy ch(kz)

U(2) = Ach(kz) = %0 (k)

4. et donc

Zu=h+§sin(wt—k:r)

La surface libre est donc sinusoidale & cet ordre d’approximation.
5. Champ des vitesses

(2) En prenant la partie réelle du potentiel complexe des vitesses :

Hg ch(kz)
= Ach(k —kz) =24 -
= Ach(kz) cos(wt — k) % ch{kh) cos(wt — kz)
donc :
_ Bp _ Hgk ch(ksz) .
YF BT 2 cagen) et ke
_ Op  Hgk sh(kz)
T B T T onpy k)
orf=c= \/%th(kh) (onde de gravité pure) et A = cT donc :
=5
é= 27rth(kh)
Finalement :
_ nH ch(kz) . .
= T sh(kh) sin(wt — kz)
wo THsh(ED)
=T sh(en) Wt~ ko)
(b) Donc
_ wH ch{kh)
Y = T Sh(ER)
-
max — T

5.2 Cas de la houle en eau profonde (kh > 1 soit h > A).
1. Hiérarchie des paramétres géométriques

(a) kh>>l=>uma_x~wmax~%=>vwfi~

a
r T

[Les vitesses horizontale et verticale ont méme ordre de grandeur %)]

(b) [Eéchelle spatiale caractéristique du mouvement des particules fluides est donc g ~ H_l
(c) La condition de linéarisation de I'équation d’Euler impose a < A soit H < A. On a donc :
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. En eau profonde, ¢ = 4/ é’%;avec A = 100m, on calcule :

~8s

c= “_g_)\ ~12,5m.s et T =
2w

Q>

. On a vu plus haut que cette relation est vérifiée & mieux que 1% prés lorsque :

A
h>2’—5—40m

. En eau profonde, le milieu est dispersif; le spectre du train d’ondes produit dans le fetch a une certaine

étendue; les composantes sinusoidales de grande longueur d’onde se propagent plus vite ce qui provoque
P’étalement du train. Loin du fetch, les composantes de grande longueur d'onde précédent celles de courte
longueur d’onde; or la période varie comme v'A

[ Les composantes de grande période précédent celles de courte période |

cf. clichés des figures 9, 10 et 11.

. On peut interpréter le phénoméne en évoquant les battements entre deux composantes sinusoidales de

périodes voisines du spectre de la houle.

Cas de la houle en eau peu profonde (kh < 1 soit h < ).

1. Hiérarchie des parametres géomeétriques

N

o

(a) kh<<1:>umn~%kl~¥%etwmu~¥-:>1u’::~§<<l

L

~

donc V ~ tpax ~ —!.14

e

L P ]—; &« 1= La vitesse verticale est négligeable devant la vitesse horizontale
Umax

(b) [ L’échelle spatiale caractéristique du mouvement des particules fluides est a ~ H —;ﬂ

(c) La condition de linéarisation de I'¢quation d’Euler impose a ~ H % < A soit H < h. On a donc :

En eau peu profonde, ¢ = /gh
La diminution de ¢ avec la profondeur h a les conséquences suivantes :
Si la houle se propage normalement aux lignes bathymétriques, sa longueur d’onde diminue 4 I'approche

- du rivage car sa période reste constante;

[ Ies lignes de crétes sont donc de plus en plus serrées au fur et & mesure de la progression vers le rivage ]

Lorsque la direction de propagation de la houle est quelconque par rapport aux lignes bathymétriques,
les célérités sont differentes en deux points d’une méme ligne de créte de houle; les lignes de créte ne
restent donc pas paralléles; elles se resserrent du coté des petites profondeurs (voir figure ci-dessous)

[ 1a houle "tourne” en ce sens que les lignes de crétes tendent & devenir paralléles aux lignes bathymétriques |
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J

(2) En eau peu profonde (& P'approche du rivage), ¢ = v/gk; la célérité de I'onde diminue lorsque la
profondeur diminue tandis que la vitesse caractéristique des particules fluides V ~ c% ~H V/%')
augmente (A diminue et H augmente!).

1 est donc clair que la condition de linéarisation (V < ¢) finit par ne plus étre vérifiée et les effets
" de non-linéarité finissent par se faire sentir.

(b) La vitesse du fluide sur la créte des vagues augmente tandis que la célérité de la vague diminue; la
vague se déforme donc par un "raidissement” de son front.

“(c) Ce raidissement peut conduire au déferlement de la vague lorsque la vitesse du fluide sur la créte
devient supérieure & la célérité de I'onde. E

1l maks profond
Vinme mons gramde

Ligne Bathymitrique

T Ligre de e

x—u*m

vecse pha rande

6 Un exemple d’onde non linéaire : ’onde ”solitajre”

1. Dispersion en fréquence

(a) Par la relation Az x Ak ~ 1, on obtient Ak ~ 1

D’autre part, kmin = 0 puisque le profil présente une valeur moyenne non nulle
Donc :

min = 0 et Kinax ~ %

(b) Onakh< £ <1 ,
kh n’¢tant pas négligeable devant 1, on ne peut pas assimiler th(kh) & kh ni donc ¢ & Vah
Neanmoins, (kh)® < (4)” < 1, done th(kh) ~ kh — A2
donccz\/kmmz\/ﬁ(l—~ﬁgﬁ) :
¢ dépend donc de k & cet ordre d’approximation : le milieu est dispersif.

Les composantes de Fourier de I'onde se propagent ‘4 des-vitesses différentes ce qui tend & produire
un étalement du profil. -

(¢) En laissant "tomber” le facteur 6 dans ce calcul en ordres de grandeur ;

2RO ()

2. Dans le cas d’une onde sinusoidale en eau peu profonde contrélée uniquement par la profondeur, ¢ = \/gh

A la base du profil : ¢ = +/gh = |Ad Iy
Au sommet duproﬁl:c=\/g(h+H)2\/g7{(1+§%) VR

3. Dans l'onde solitaire les phénomenes de dispersion en fréquence et en amplitude se compensent.
En ordres de grandeur, on a :

(Ac~Ac’)¢>U=%—?~ll

e ——
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